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18.034 lleri Diferansiyel Denklemler Ders 7

DERS 7. MEKANIK SALINIM

Kiitle-yay sistemi ve elektrik devresi. Bir m kutlesi asili bir yayin ucuna baglandiginda bir
uzama olusur. Diyelim ki bu uzama y, olsun. Hook yasasina gore, y, yergekimi kuvveti ile dogru
orantilidir. Yani, ky, = mg dir. Burada, k > 0 yayin sertlik sabiti ve g yercekimi ivmesidir. Eger
bir ek kuvvet uygulanir ve yay gerildikten sonra kuvvet kaldirilirsa, kitle-yay sistemi salinima
baslar. Problem yayin hareketini belirlemektir.

y = y(t), kitlenin y, duragan durumundan yer degistirmesi olsun. Kiitleye etkiyen
kuvvetler, yercekimi kuvveti ve uygulanan kuvvete ters yondeki k(y + y,) gerilme kuvvetidir.
Buna gore,

F=mg—-k(y+y,) =—ky

olur.

=
o]

"G0000G00

i

o
T

[N

— Q0G0

ﬁ_r

%

Sekil 7.1. Yay-kitle sistemi
Newton'un ikinci yasasina goére, hareketin
my" +ky =0
diferansiyel denklemini elde ederiz.

Yayin hareketinin tanimlanmasinda, sbnmenin etkisini ve dis kuvveti de dikkate aliriz.
Eger kitle, sénmenin y' hiziyla orantili oldugu bir direng ortaminda ise ve uygulanan dis kuvvet
f(t) ise, o zaman hareketin denklemi

(7.1 my" +ry’ + ky = f(t)
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olur. Burada r > 0 direng sabitidir.

Simdi bir RLC devresi ile kiitle-yay sistemi arasindaki ¢arpici benzerligi kesfedelim. Bir
elektromotor kuvvet kaynagi, bir direng, bir bobin, ve bir kondansator ile seri bagl olsun.
Kondansator tzerindeki gerilimi v = v(t) 6lgsiin. Ohm yasasina gore, voltaj denklemi

1 1
(7:2) Lv" + Rv' + Zy= EvO(t)

olur. Burada L > 0 6z indiksiyon, R > 0 direng, ¢ > 0 kapasitans, 1/c > 0 kapasitansin tersi,
ve v, (t) de kaynaktaki voltajdir.

Sekil 7.2. RLC devresi

(7.1) ve (7.2) nin her ikisi de ikinci mertebeden sabit katsayili lineer denklemdir. Bu
denklemlerin analizi, bu dersin konusu olan faz gecikmesi/kazanci, ¢arpmalar ve rezonans
kavramlarina yol agar.

Serbest Salinimlar. ilk olarak
(7.3) my" +ky=0yaday”" +wiy =0
Dis kuvvetsiz ve séniimsiiz salinim denklemini géz éniine alalim. Burada wg = % > 0 dogal
frekanstir.
Bir 6nceki dersten (7.3) Gin genel ¢6zUmii, c; ve ¢, ler keyfi sabitler olmak lzere,
Y = €1 COS Wyt + ¢, Sinwyt
ile verilir. Bu ¢dziim

y = A cos(wyt — ¢)

olarak da yazilabilir, ve basit harmonik hareket olarak adlandirilan bir salinimlilik hareketini
tanimlar. Burada, A>0 (veya |A|) genlik ve ¢ de faz gecikmesi (negatif faz) olarak adlandirilir.
Hareket, 2w /w, periyotlu bir periyodik harekettir.
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Alistirma (Enerjinin Korunumu). v = y’ olsun.

1 1
_ 2 —k2=
va +2 y

nin (7.3) denkleminin ¢ézimiini kapali bigimde tanimladigini gésteriniz. Bu denklem enerjinin

korunumu kanununu ifade eder; Emvz hareket eden kitlenin kinetik enerjisini gosterir (v

hizdir). %ky2 de, yayin y yerdegistirmesi kadar gerilmesi igin gerekli olan

y y
W=j de=J kydy
0 0

isi yani kiutlenin potansiyel enerjisini temsil etmektedir. Dis kuvvet ya da sénmenin olmamasi
durumunda potansiyel ve kinetik enerjinin toplami olan toplam enerjinin zamana gore sabit
olmasi beklenir. Bu 6rnek bu beklentiyi dogrular.

Dis kuvvetli soniimsiiz salinimlar. Simdi de

(7.4) y'+wiy =wif(®), w§>0

dis kuvvetli sontiimsiz salinim denklemini g6z 6niine alalim. Bu derste dis kuvvet olarak
(7.5) f(t) =Acoswt yada f = Bsinwt

sinozoidal girisler alinmaktadir. Burada A, B ve w > 0 reel sabitlerdir. Giris fonksiyonlari igin
secimimiz, kural olarak sinozoidal olan bir alternatif akimin Uretecinin c¢ikisinin sinozoidal
olmasiyla kismen desteklenmektedir. Ancak, daha da oOnemlisi, bir keyfi periyodik giris
fonksiyonunun, Fourier serisi olarak adlandirilan trigonometrik polinomlarin toplamlari

1 - 21 2m
FO) ==ag+ Z(ak C0s “Z kt + by sin— kt)
2 £ L L
ile yaklasik olarak ifade edilmesidir.

Sistemin (7.5) teki ©zel giris fonksiyonlarina nasil tepki verdigini bilirsek, Fourier analizi
yardimiyla stiperpozisyon kuralini da kullanarak keyfi periyodik giris fonksiyonunu ele alabiliriz.

w # wy olsun. (7.5) te verilen f (t) fonksiyonu igin, (7.4) denklemi igin

y=acoswt yada y = bsinwt
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deneme ¢o6zlimi

degerlerini verir. a/A veya b/B orani sistemin kazanci olarak adlandirilir. w, wy'a ne kadar
yakin ise kazancin o kadar biyiik oldugunu belirtelim.

Carpmalar (Beatings). w #+ w, kabul ederek,
y" +wéy = (W? —wé) coswt
denklemini g6z 6niine alalim. Genel ¢6zimi
Yy = €1 COS Wyt + ¢, sinwyt — cos wt
ile verilir.

Ongorilmis y(0) = y'(0) = 0 baslangi¢ kosullarina karsilik gelen duragan ¢éziim

CWHw L W= W,
y=cosw0t—coswt=251n< > t>sm( > t)

dir. Eger w, wy'a yakinsa ve eger her ikisi de blylk ise, asagidaki sekilde goruldigu gibi, ikinci
carpan birinci ile kiyaslandiginda yavas degisir.

Sekil 7.3. Carpmalar

Diisik frekans carpani sin (@t), bu anlamda, sin (%t) yliksek frekans carpanindaki

genlik modilasyonunu tetikleyen carpan olarak gorilir. Boyle modiile edilen bir salinima
carpma denir.

Genel bir baslangig verisi icin
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y(t) — Aeiwt + Bei(1+e)wt — eiwt(A + Beiewt)

karmasik Ustel fonksiyonunu irdeleyelim. Bu fonksiyonun davranisi asagidaki sekilde gizilidir.

Sekil74.A=1,B=05w=1e=0.1

ly(®)| = \/AZ + B? + 2AB cos(ewt) fonksiyonu genlik modilasyonu gibi c¢alisir ve
carpma etkisini gosterir. Maksimum genlik t = 2km/ew aninda A + B dir. Bu durum, iki kurucu
dalganin fazlar birbirlerini takviye igin siralandigl zaman meydana gelir. Minimum genlik
|A — B| (# 0) dir ve bu, iki dalga tamamen senkronize disinda oluklarinda ve yikici titresime
maruz kaldiklarinda olusur.

Carpmalarin mizik aletleri ve radar teknolojisi Uzerine uygulamalari vardir. Eger bir
akortlu mizik aleti ve piyano teli hemen hemen ayni frekansta birlikte c¢alarsa, ¢carpmalar bizim
notalarin birbirinden ne kadar esit uzaklikta oldugunu séylememize olanak saglar. Carpmalar ne
kadar yavassa tellerin uyumu o kadar yakin olur.

1902 yilinda, teterodyne yontemi ile gdndericinin ylksek frekansli sinyalinden sadece
biraz farkl bir sinyal Greten alici bir devre kesfedildi. Fark duyulabilir uzaklikta bir frekans
Uretmektedir. 1946 yilinda, radar teknolojisinin bir yan Griini olarak, glinesten bir santimetre
mikrodalga radyasyon tespit etmek icin heterodyne yontemi (gelen sinyali devamli bir frekansa
karistiran yontem) kullaniimistir. Bu deney radyo astronomi ve mikrodalga spektroskopisinde
blyik bir adim olarak isaretlendi.

Rezonans. w = w, oldugu zaman, sistem rezonansa maruz kalir.

y" +wiy =wiAcoswyt veya y"” +wly =wiBsinwyt, wy>0

denklemlerini géz 6niline alalim. Sirasiyla,
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y = EAWOt coswpt, y= —EBWOt cos wyt

) - . 1 1 e - ol s
ozel ¢ozlimlerdir. EAWOt ve EBWOt genlikleri t ile orantilidir ve t — oo igin sinirli degildirler.

Asagidaki sekle bakiniz.

Sekil 7.5. Rezonans.

Rezonans olgusu mihendislikte derin dGneme sahiptir. Tacoma koprisiinin ¢oklsl bazi
uzmanlar tarafindan zorlanmis titresimler temelinde agiklanmisti.

Trompetler ¢aldiginda insanlar bagirdi, ve trompetin calisinda insanlar yiksek bir sesle
bagirdiginda, duvar ¢okti; boylece her erkek iceri girdi ve sehri aldilar. (Joshua 06:20)
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