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BOLUM 2: iKiNCi MERTEBEDEN LINEER DENKLEMLER

Degisken katsayili diferansiyel denklemler icin gecerli olan genel kurallar anlaminda
varlik ve tekligi tartisacagiz. Wronskiyen teknigini gelistirecegiz ve salinimlilik davranisini
incelemek i¢in uygulayacagiz. Ek olarak yerel maksimum ve yerel minimumdaki kosullara bagl
kalitatif sonuglari verecegiz ve ikinci mertebeden denklemlere uygulayacagiz.

DERS 6. iIKINCi MERTEBEDEN LINEER DENKLEMLER

En yogun c¢alisilan adi diferansiyel denklemler ikinci mertebeden
(6.1) Po(®)y" +p1 (DY + POy = f(O)

bicimindeki lineer denklemlerdir. Burada' = %, t degiskenine gore tirevi gostermektedir,

p;(t),j = 0,1,2 ve f(t), I araliginda siirekli fonksiyonlardir.

Uyari 6.1. (Aykiri noktalar Gzerine uyar). Eger p,(t) belli bir noktada sifir oluyor ise, diyelim ki
bu nokta t, olsun, (6.1) denklemi t, da aykiri noktaya sahiptir denir. Ornegin,

(a1- tz)y’)’ +Ay=0 yada (1 —t3)y" —2ty'+ 1y =0

Legendre denklemi, t = +1 de aykiri noktalara sahiptir. Denklemin A = n(n + 1) igin, Legendre
polinomlari olarak adlandirilan polinom ¢éziimleri varken, diger asikar olmayan ¢ézimlert = 1
veya t = —1 de bir aykirihga sahip olurlar.

Bu derste aykiri noktalari incelemeyecegiz.

Baz ¢ozuimler. Eger I da py(x) # 0 ise (6.1) denklemi
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(6.2) y'+p@®)y' +q@)y = f(©)

normal bigimine indirgenir. Burada, p, q ve f fonksiyonlari I arali§inda streklidirler. Karsihk
gelen

(6.3) y' +p@®)y +q@)y =0

homogen denklemi géz 6niine alalim. Denklem lineer oldugundan superpozisyon ilkesi
gecerlidir; eger ¢ ve Y (6.3) denkleminin ¢6ziimleri ise, c; ve ¢, sabitler olmak lizere,
c1¢ + ¢, lineer kombinasyonu da (6.3) denkleminin ¢ozimudur.

Tanim 6.2. Verilen bir aralikta, bir fonksiyon digerinin belli bir kati ise, iki fonksiyona lineer
bagimh denir. Aksi halde, iki fonksiyona lineer bagimsiz denir.

Ornegin, et ve e 2t fonksiyonlari t = 0 da ayni degere sahip olmalarina ragmen, t nin
her araliginda lineer bagimsizdirlar.

Eger ¢ ve Y, (6.3) denkleminin lineer bagimsiz ¢dziimleri ise, o zaman (6.3) denkleminin
her bir ¢ozumu belirli c;ve ¢, sabitleri igin ¢;¢ + ¢, bigimindedir. Bu tip {¢, ¥} ¢6zUm giftine,
(6.3) denkleminin bir bazi denir. Bir bazinin varligi, (6.3) igin ve homogen lineer diferansiyel
denklemlerin daha kapsamli bir sinifi igin bir temel sonugtur. Bu sonucu daha sonra
ispatlayacagiz.

Sabit katsayili diferansiyel denklemler. p ve g sabit reel sayilar olmak lizere, ikinci mertebeden
(6.4) y'+py'+qy=0
homogen denklemin ¢dzlimlerinin bazini olusturalim.

isin 6zU (puf noktasi), A € C olmak tizere, y = e** bigiminde ¢6ziim aramaktir. Buna

gore, (e“)' = let ve (e’lt)” = 2%2e oldugundan (6.4) ten
e +pl+q)=0

yazilir. e?t # 0 oldugundan, yukaridaki esitlikten y = e nin (6.4) denkleminin ¢ozimii
olmasi, A sayisinin (6.4) denkleminin karakteristik polinomu olarak adlandirilan ikinci dereceden

(6.5) p() = 22+pl+g

polinomunun bir kdki olmasi ile esdeger oldugu gorilir. Karakteristik polinom
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-p+ VA
T' A=p2—4q

seklinde iki koke (kath kdkleri de sayarak) sahiptir. Tartismayi A diskriminantinin isareti ile
tanimh kéklerin durumuna gore ayiriyoruz.

Eger A > 0 ise, her iki kok de reeldir ve

—p+VA, -p—VA
e”z ', e 2

t

fonksiyonlari, (6.4) denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimleridir. Bu yiizden (6.4) tin ¢éziimlerinin
bir bazini olustururlar.

Eger A = 0 ise, yontem sadece

D
e 2t

p
¢O6zUmini verir. Lagrange tarafindan dnerilen yontemi kullanarak, ikinci ¢6ziim olarak ve 2t yi
deneriz. Burada v = v(t) dir. Yerine koydugumuzda, (6.4)

—Et " —Et l; —Et " —Et
(ve 2)" +p(ve 27) +que 2 =v'e 22 =0

_p
olur. Buradan v"" = 0 olmalidir ve dolayisiyla y = (¢; + c,t)e 2" ¢éziim ailesini elde ederiz.

_p _p
e 2" ve te 2" lineer bagimsiz olduklarindan (6.4) denkleminin ¢ézlimleri icin bir baz
olustururlar.

Eger A < 0 ise, her iki kokte karmasiktir ve

—p+iv-A
- t

—p—i\/—At
e ) e 2

fonksiyonlari (6.4) denkleminin (karmasik) ¢oziimleridir. Bu durumda

_p_t V_A —p—t . V_A
ezcoszt, ezsmzt

fonksiyonlarinin (6.4) denkleminin iki reel ¢6zimu oldugu sonucunu cikaririz. Fonksiyonlar

lineer bagimsiz olduklarindan (6.4) denkleminin ¢éziimleri icin bir baz olustururlar.

Reel kisimlari esitleme prensibi, daha genel olarak, degisken katsayili denklemler igin
gecerlidir. p(t) ve q(t) reel degerli fonksiyonlar olmak tzere, z(t) = x(t) + iy(t)

2" +p(®)z' +q(t)z = 0
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denkleminin karmasik bir ¢coziimi ise, x(t) ve y(t) de denklemin ¢ézlimleridir.
Alistirma. Reel kisimlari esitleme prensibini ispat ediniz.

Homogen olmayan denklemler ve baslangi¢ deger problemi. Bir sonraki adim olarak, genel bir
f (t) fonksiyonu iceren homogen olmayan (6.2) denklemine dénelim. Asagidaki sonug, (6.2)
denkleminin ¢ézlimler ailesini bir 6zel ¢6ziimden elde etmemize imkan vermektedir.

Tamamlayici C6ziim Prensibi. Eger bir 6zel ¢6ziim olarak adlandirilan y,, homogen olmayan
(6.2) denkleminin bir ¢6zUmu ise, ve ¢ ve Y de (6.3) homogen denkleminin ¢ézlimleri igin bir
baz olusturuyorsa,

Y=Y+ i+

(6.2) denkleminin bir genel ¢dzlim{idir. Burada c; ve ¢, keyfi sabitlerdir.

Ispat. v, (6.2) nin bir ¢6ziimii olsun. y — Yp, (6.3) homogen denklemini sagladigindan, bu ¢6ziim
bazi c;ve c,sabitleriigin ¢;¢ + ¢,y bigciminde olmahdir.

Ornek 6.3.
(6.6) y" +y=3sin2t
denklemini gdz éniine alalim. Ozel ¢6ziim icin, A keyfi bir sabit olmak lizere, y = A sin 2t
seklinde bir ¢6ziim deniyoruz. y" = —4A sin 2t oldugundan, diferansiyel denklem
(—4A + A) sin 2t = 3sin 2t

olur. Béylece A = —1 ve y,, = —sin 2¢, (6.6) nin bir 6zel ¢6zimudur. Diger taraftan, sint ve
cos t denkleme karsilik gelen y"' + y = 0 homogen denkleminin ¢6ziimleri igin bir baz
olusturur. Bu ylizden, (6.6) denkleminin bir genel ¢6zimi

y = —sin2t + ¢y sint + ¢, cost

ile verilir.
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Polinom bicimindeki dis kuvvetler icin 6zel ¢dziimler benzer sekilde bulunur. Ornek
olarak,

y'+py' +qy=ct+d

denklemini gbz éniine alalim. Burada p, g, ¢, d sabitlerdir. Once Yp =at+ b tipinde bir ozel

¢6zim arayalim. Denklemde yerine konuldugunda,
qa =c vepa+qb =0
elde ederiz. ¢ = 0 olmadikga,

c d —pc
_c, ad—pc

= t
Yo q 2

0zel ¢6zUmu bulunur. Eger g = 0 fakat p # 0 ise bu durumda ikinci dereceden bir polinom

tipinde 6zel ¢6zim arariz. Ornegin y" +y' = t denklemiy, = %tz — t 6zel ¢6zumiine sahiptir.
Son olarak p = q = 0 oldugu zaman, y"' = ct + d denklemiy, = §t3 + %tz kiibik polinom

¢O6zlimiine sahiptir.

Ozel ¢6ziimlerin bulunmasinda kullanilan parametrelerin degisimi ve yok etme gibi diger
yontemler genel siniftan denklemler icin daha sonra ele alinacaktir.

(6.2) denklemi bazen baslangig ya da sinir kosullari ilave edilerek takviye edilir.

Ornek 6.4. (6.6) denklemini

y(0) =y'(0) =0

baslangic kosullari ile ele alarak, (6.2) icin baslangic deger problemini nasil ¢cozecegimizi
gozlemleyelim. Daha 6nce (6.6) denkleminin genel ¢c6ziminin

Yy =c;cost + cysint —sin 2t

ile verildigini gosterdik. Burada ¢, ve c, sabitlerdir. Boyle bir fonksiyonun y(0) = 0 kosulunu
saglayacak olmasi ¢; = 0 ile esdegerdir, bu durumda y’' = ¢, cost — 2 cos 2t olur. Ozel olarak,
y'(0) = ¢, — 2 dir. Béylece y = —2sin t — sin 2t fonksiyonu verilen baslangi¢ deger
probleminin bir cozimuadir.
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Lineer diferansiyel denklemlere tarihsel giris. Diferansiyel denklemlerin tarihi 17'nci yizyilda
Newton, Leibnitz ve Bernoulli'nin geometri ve mekanikteki problemlerde ortaya ¢ikan bazi
birinci ve ikinci mertebeden basit denklemleri c6zmesi ile basladi. Bu ilk kesifler geometrik ve
fiziksel problemlere dayanan tim diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin kalkullisun tanidik
temel fonksiyonlari cinsinden yazilabilecegini tavsiye ediyor gibiydi. Bu nedenle ilk galismalarin
¢ogu, diferansiyel denklemleri ¢ozmek igin kalkullisun bilinen fonksiyonlarina sadece sonlu
sayida toplama, ¢ikarma, ¢arpma, bélme, komposizyon, ve integrasyon islemi uygulayarak,
ustaca teknikler gelistirmeye yonelikti.

Ancak, cok gegmeden goreceli olarak az sayida diferansiyel denklemin elemanter
yollarla ¢ozlilebilecegi ortaya ciktl. Yavas yavas, matematikgiler tiim diferansiyel denklemleri
¢6zmek icin yontemler kesfetmeyi denemenin umutsuz oldugunu fark etmeye basladilar.
Bunun yerine, verilen bir diferansiyel denklemin ¢ézimunin olup olmadigini, ne zaman
oldugunu sormanin ve ¢6zim varsa ¢6ziimiin ozelliklerini diferansiyel denklemin kendisinden
elde etmeyi denemenin daha verimli oldugunu gordiler. Bu cercevede, matematikgiler
fonksiyonlarinin yeni kaynaginin diferansiyel denklemler oldugunu diisiinmeye basladilar.

1820 li yillarda, Cauchy diferansiyel denklemler igin ilk varlik teoremini elde etti. Cauchy,
y' = f(x,y) tipindeki her diferansiyel denklemin, f(x, y) nin belirli genel kosullari sagladig
zaman, bir ¢c6ziimi oldugunu ispat etti. Onemli bir 6rnek, p, g ve r verilen fonksiyonlar olmak
Uzere,

y' =p)y* +q()y +rx)

Ricatti denklemidir. Cauchy'nin ¢alismasi Ricatti denkleminin orijin civarindaki herhangi (—a, a)
acik araliginda, p, q ve r nin (—a, a) da kuvvet serilerine sahip olmasi durumunda, ¢ézimuniin

varligini gerektirmektedir. 1841 yilinda, Josef Liouville bazi durumlarda bu ¢dziimiin elemanter
fonksiyonlar vasitasiyla elde edilemeyecegini gosterdi.

Tecriibe, birkag tip denklem diginda, diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri hakkinda ¢ok
genel sonuglar elde etmenin zor oldugunu goéstermektedir. Bilimsel problemlerin ¢ogunda
ortaya cikan lineer diferansiyel denklemler olarak adlandirilan denklemler bunlar arasindadir.
Biz bu denklemlere iliskin baslica sonuglari gelistirecegiz.
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