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18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 5

DERS 5. LINEER RASYONEL DENKLEMLER VE DEGISKEN DEGISTIRME

Homogen denklemler. Bir f(x, y) fonksiyonu icin eger

fx, ly) =A"f(x,y), 1> 0

ise, f(x,y)'ye m'inci dereceden homogendir denir. Eger P ve Q ayni dereceden homogen ise
P/Q sifirinci dereceden homogendir. Gergekten,

P(Ax,Ay) A™P(x,y) P(x,y)

QiAx,dy) A™Q(x,y) Q(x,y)

. P 1
dir. g = aolsun. A= U > 0 alinirsa

y y
9ey) = gOx2y) = g (1.2) = £ (2)
elde edilir. Boylece belirtilen kosullar altinda

P(x,y)dx = Q(x,y)dy

denklemi

(5.1) dy ; 6)

E:

denklemine denktir. Bu tip bir denklem homogen denklem olarak adlandirilir.

Teorem 5.1. y = ¢(x), I da (5.1) denkleminin bir ¢6ziimii olsun.
(i)c #0isez = %qb(cx) fonksiyonu karsi gelen aralikta z' = f (i) denklemini saglar.

(i) x # 0 ve f(v) # vise v = y/x dedisken déniisiimii ile (5.1) denklemi

. d d
52 NN SR

denklemine déndisiir.

Ispat. Alistirma olarak birakilmistir.
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(5.2) denklemi ayrilabilirdir ve ¢zim x = k exp ( ) ile verilir.

dv
fw)-v
Simdi diferansiyel denklemlerin 6nemli bir sinifi olan ve lineer rasyonel denklemler
olarak adlandirilan

(5.3) (ax + by)y' — (cx +dy) =0, ad —bc #0
yada
(5.3") , _cx+dy

y_m+w

bicimindeki denklemleri ¢alismak icin yukaridaki sonucu kullanalim.

(5.3) denklemi f(v) = % olmak Uzere, (5.1) tipindedir. ad — bc # 0 kosulu f(v) # vyi
garantiler. Boylece, Teorem 5.1 gegerlidir.
v = y/x degisken degisimi ile, (5.3’)

dv c+dv

X—+v=
dx a+ bv

denklemine dénisir. Denklemi degiskenlerine ayirarak,

a+ bv
bv?+ (a—c)v—c

1
dv+—-dx =0
X

yazariz. Bu durumda, ¢6zim, v = y/x ve k sabit olmak Uzere,

a+ bv
bv?+ (a—c)v—c

x=k exp(—j dv)

seklindedir.

Degismez yaricaplar. Alternatif olarak, (5.1) denklemini
x =rcosf, y=rsinf

kutupsal koordinatlarda da ¢alisabiliriz. y ¢6ziim egrisinin teget yonindekiagivey =y — 6
olsun. Boylece,
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ldr ) _cotycotf +1
rde Y T Tcotd — coty

olur.y =y’ = f(%) = f(tan 8) oldugundan,

ldr 1+tan6f(tanf) 9
rd6  f(tan6) —tan6 =:Q(0)

ortaya cikar. integral alinirsa (5.1) denkleminin ¢dziimii olarak

0
r(0) = r(0) expf Q(0)de
0

elde ederiz. ikinci taraftaki fonksiyon, tany # tan 9, yaniy' # %, oldugu surece, iyi tanimhdir.

Eger r(6), Q(6) nin paydasi sifir olacak sekilde bir ¢coziim egrisi ise, (5.1) denklemi

% = 0 denklemine denktir. Buradan, yarigaplar (5.1) in 6zel ¢6ziim egrileri olup, degismez

yarigaplar adini alirlar. Bu yarigaplar y’ =tan 6 = f(tan8) olan y = (tan 8) x ¢ozimlerdir.

(5.3’) lineer rasyonel denklemi icin degismez yaricaplarin egimleri

c+dtand

tang = ———
an a+ btanf

esitligini saglar. Bir baska ifade ile egimler
b tan?0 + (a—d)tanf —c =0
ikinci derece denkleminin kokleridir.

Egerr = g(0), (5.1) in bir ¢6zimi ise v = Ag(60) da ¢ozimdur. Gergekten, ¢bziim egrisi
(x,y) = (Ax, Ay) benzerlik donlstimi altinda degismezdir. Yorumlamak istersek, herhangi
komsu iki degismez yaricap arasindaki daire dilimi geometrik olarak benzerdir. Bu gergek,
¢0zUm egrileri cizmekte yararhdir.

Homogen denklemlerin bir baska 6rnegini tartisalim.
Ornek 5.2. Eger xy # x2 ise (xy — x2)y’ = y? denklemi

dy  y*  _ /0?
dx xy—x? y/x—1
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2
olarak yazilabilir. Yani denklem f(v) = % olmak Gzere (5.1) bigimindedir. f(v) = v sadece

v = 0 ¢6zUmune sahiptir. Buradan y = 0 elde edilir. Eger xv # 0 ise, ¢0zim y =
log |kxv| bigcimindedir. Burada k bir sabittir. Mutlak deger kaldirilirsa

y = xlog(ky) veya ky = cxlog(ky)
dir.

Bazi ikinci mertebeden denklemler. ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢cogu uygun
bir dénlsimle birinci mertebeden denklemlere indirgenebilir.

Oncelikle ikinci mertebeden

(5.4) y'=flxy)

denklemini gdz dniine alalim. Yani, denklem acik olarak y bagimli degiskenini icermesin. v = y'

olsun. y" = (") =v' = % oldugundan (5.4) denklemi birinci mertebeden

v' = f(x,v)

denklemine indirgenir. Eger bu denklem v ye gore ¢6zilebilir ise, o zaman y, y' = v
esitliginden integral alarak elde edilir.

Alistirma. Asagidaki diferansiyel denklemleri ¢6ziiniz:

1Lx2y"+2xy' =1=0 2.y"+xy?=0 3.x%" =y x>0

Simdi ikinci mertebeden

(5.5) y'=fy)

denklemini géz 6niine alahim. Yani, denklem agik olarak x bagimsiz degiskenini igermesin.
v = y' olsun. (5.5) denklemi, y bagimsiz degisken olmak tizere birinci mertebeden bir
denklem olarak yazilabilir. Gergcekten, zincir kurali ile

_dv _dvdy dv
_dx_dydx_vdy'

n

y

dir. Bunu (5.5) de kullanirsak,
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dv_
vdy_g(ylv)

denklemini elde ederiz. Birinci mertebeden denklem ¢6zullrse, v yi y nin fonksiyonu olarak

elde ederiz. Bu durumda, Z—z = v denklemi ¢ozilerek y elde edilir.

vZ—; ifadesi, Z—Z ifadesinden daha gizemlidir. Clink{, diferansiyel denklemde y, x in

fonksiyonu gibi distintilmekte ve zincir kuralinda bagimsiz degisken olarak islem gérmektedir.
ButlnlGgl saglamakl igin bir matematiksel agiklamayi ekleyelim. Dislince, f tiirevlenebilir
fonksiyon ise, u bir bagimsiz degisken ya da bir baska x in ¢p(x) tiirevlenebilir fonksiyonuysa,
df (u) nun ayni formda olmasidir. $oyle ki,

d f(¢p() = f'(¢(x0))9’' ()dx = f'(Wdu
dir.
y = ¢(x), (5.5) in ¢6ziimii olsun. O zaman
(5.6) " (x) = g(p(x), ¢' (x))
dir. v = ¢'(x) ve dv = ¢"'(x) dx kullanilirsa, xdv = g(y, v)dy diferansiyel formdaki denklem
(5.7) ¢' (0" ()dx = g(p(x), ¢’ (1)) (x)dx

seklini alir. (5.6) ile (5.7) karsilastirilirsa ¢’ (x)dx garpanindan dolayi farklidirlar. Buradan, eger
¢'(x) # 0ise (5.5) denklemi v dv = g(y, v)dy denklemine denktir. (Eger ¢'(x) in sifirlari ayrik
ise, bu ayrik sifirlar disinda (5.6), (5.7) ye denktir. Bu durumda, suireklilikten dolayi (5.6) her
yerde saglanir.

Alistirma. Asagidaki diferansiyel denklemleri ¢6ziiniz:

Lyy"+y2=0 2.y"+yy?=0 3.2y%y" +2yy?=1.

1 Diferansiyel formlar tizerine olgunlasmamis bilgi gerektiriyor.
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