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DERS 4. DEGISKENLERINE AYRILABILIR DENKLEMLER

Degiskenlerine ayrilabilir denklemler. Degiskenlerine ayrilabilir denklemler

(4.1) d_y _ f(x)
dx g(y)
bicimindedir. Ornegin, x + yy' = 0 ve y’ = y? — 1 ayrilabilen denklemlerdir. (4.1) ayrilabilir
denklemi
(4.2) f)dx = g(y)dy

biciminde yazilabilir. Bu durumda, denklem bigimsel olarak (4.2) denkleminin her iki tarafinin
integralinin alinmasiyla ¢ozilebilir.

(4.2) (ve boylece (4.1)) igin lokal ¢bzlimlerin kesin teorisini ifade ve ispat edelim.

Teorem4.1. f(x)ve g(x), R = {(x,y):a < x < b, ¢ <y < d} bélgesinde stirekli olsun. Ayrica
R de herhangi bir noktada f ve g birlikte sifir olmasin. Bu durumda (4.2) denklemi, (x,,y,) € R
noktasindan gegen bir tek ¢éziime sahiptir. Cozim

x y
(4.3) jﬂ@m=fmw@
X0 Yo

ile verilir.

f ve g nin birlikte sifir olmamasi esastir. Ornegin, xdx = —ydy denkleminin orijinden
gecen bir ¢ozimi yoktur.

Ispat. Teoremin varsayimindan a < x < b icin f(x) # Oveyac <y < d icin g(y) # 0 dr.
Genelligi bozmaksizin, ¢ < y < d igin g(y) > 0 kabul edelim.

X y
H@=]ﬂ@w,ﬂw=fgwwy
X0 Yo

olsun. Boylece (4.3) denklemi
(4.4) F(x) =G(y)

olur.
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R de G'(y) = g(y) > 0 oldugundan, ters fonksiyon teoremine gére G 1 vardir ve (4.4)

den,y = G™1(F(x)) yazilabilir. Yani Z—z mevcuttur. (4.4) den tlrev alarak

d d
@) = G0)7 veya f() = g0) 7

elde ederiz. Bu (4.2) denklemini gerektirir. Ustelik, (4.3), x = x, day = y, baslangi¢ kosulunu
verir.

Tekligi ispat etmek icin: y, (4.2) denkleminin bir ¢6zimu olsun ve z de ayni baslangig¢
kosulunu saglayan baska bir ¢6ziim olsun. Teoremin kosullari altinda

dz _f@)

dx  g(2)

. . L.odz . -
denklemi, herhangi (x,y) € R noktasi igin ﬁturevmm mevcut olmasini gerektirir.

u==G(~), v==_G(2)

olsun. Buradan,

du . dy dy
=GO =9 =f(x)
dir. Benzer sekilde,
dv ,. Az dz
-0 @—=g9@=f)
bulunur. u ve v ayni tlireve sahip oldugundan, ikisinin farki bir sabittir. Diger taraftan x, daki
baslangi¢ kosulu u ve v icin aynidir. Bu nedenle, R de u = v dir. Bu ispati tamamlar. O
Ornek 4.2.
(4.5) dy 2
—=1+y% 0) =
I y y(0)

baslangic deger problemini géz 6niline alalim.
Diferansiyel denklemi degiskenlerine ayirarak

dy

1+y2:dx

olarak yazariz. integral alip hesaplarsak,
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arctany = x + C, arctanl =C

elde ederiz. Boylece (4.5) in (tek) ¢ozimi y = tan(x + g) dir. Ayni sonug, karsilik gelen limitler

Y dy x
[+ [
: 1+y 0

integrallerinin alinmasiyla da elde edilir.

arasinda

Dik yériingeler. iki egri ailesinden, bir ailedeki her egri diger ailedeki egrileri 90 derece aciyla
kesiyorsa bu iki egri ailesine birbirinin dik yériingeleri denir. Ornegin x = ¢;,y = ¢, koordinat
dogrulari Kartezyen koordinat sisteminde bir dik yoriingeler sistemi olusturur. Bir diger 6rnek,
kutupsal koordinat sisteminde

r = Cl,g =Cy
ile taniml cemberler ve orijinden gecen radyal dogrulardir.

(x, y)- dizleminde bir egrinin (x, y) noktasindaki tegetinin x- ekseni ile yaptigi acinin ¢
oldugunu varsayalim. Ayni (x, y) noktasindaki dik yoriingelerin x- ekseni ile yaptigi agi ¢ +§
dir. Cunki

tan(¢+§) = —cot¢g = _tan¢>

ve egrinin egimi Z—z = tan ¢ oldugundan, dik yoringelerin denklemi elde etmek igin diferansiyel

denklemde Z—z ifadesini — 2—; ifadesi ile degistirmemiz gerekir.

Ornek 4.3. y- eksenine teget olan
(4.6) x2+y?=cx
cember ailesini gbz 6niine alalim.
(4.6) nin diferansiyeli alinir ve ¢ yok edilirse (4.6) ailesinin sagladigi

dy

dy
2 2 2 2
x“+y —2x+2xydx yada y° —x —nydx
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diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemde Z—z , = Z—; ile degistirilirse, dik yoriingelerin

diferansiyel denklemi
dx
2 _ .2 _2 _
yo—x xy dy

elde edilir. Denklemi diferansiyel formda

2xy dx — x*dy + y*dy =0

XZ
d(—|+dy=0
(5)+e

2 .
bulunur, ve bdylece x; + y = C elde edilir. Ifadeyi x- eksenine teget olan

olarak yazariz. 1/y?1 ile carparsak

x2+y2=_Cy
bir cember ailesi biciminde yazariz.

islemler x # 0,y # 0 ve y? # x? gerektirmesine ragmen, son ifade bu kisitlamalar
olmaksizin saglanir.

x% + y? = cx deki c niceligi, orijinal egriler ailesindeki sabittir. Dik yériingelerdeki sabit
ayni degildir. Birinci adimda c nin yok edilmesi bu nedendendir.

Alistirma. Geometrik olarak benzer ortak eksenli
x2+my?=c, m>0

elips ailesinin dik yoriingelerinin y = + |x|™ ile verildigini gosteriniz.

Alistirma. Ayrilabilir herhangi bir y' = f(x)g(y) denkleminin ¢6ziim egrilerinin, y' =
—1/f (x)g(y) ayrilabilir denklemin ¢6ziim egrilerinin dik yoringeleri oldugunu gosteriniz.

1 Bu islem denklemi tam diferansiyel denklem yapar ve ¢6ziim kapali olarak tanimlanir. 1/y? ye
integrasyon ¢arpani denir. Tam diferansiyel denklemleri sistematik olarak daha sonra inceleyecegiz.
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