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DERS 3. BiRINCi MERTEBEDEN LINEER DENKLEMLER

Birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler. Verilen bir I araliginda, birinci mertebeden
(3.1) y' +p()y = f(x)

diferansiyel denklemlerin (normal formda) ¢6ziimu igin sistematik bir yontem verecegiz. Burada
p ve f surekli fonksiyonlardir.

Once,
(3.2) y' +p)y=0

homogen denklemi bir integral islemi ile ¢ozilir. P(x) = [ p(x)dx, p(x) in belirsiz integrali
olsun. Budurumda, e?® % 0 oldugundan,

d
—(FWy) = Py + p()e"@y = "Dy + p()y) = 0
ile (3.2) esdegerdir.

Teorem 3.1. p(x), I araliginda siirekli ve P(x) = [ p(x)dx, p(x) in bir antitiirevi olsun. Bu
durumda, c bir sabit olmak lizere

¢(x) = Ce_P(x) = Ce_fp(x)dx

(3.2) denkleminin bir ¢éziimidiir. Tersine, (3.2) denkleminin her ¢6ziimii bu formdadir.

Alistirma. P (x) surekli olsun. (3.2) denkleminin y(x) ¢6zimiinin, tim x ler igin ya y(x) = O ya
da y(x) # 0 oldugunu gosteriniz.

Ikinci asamada, homogen olmayan
(3.3) y' +p()y = f(x)

diferansiyel denklemini parametrelerin degisimi ydntemi ile ele alacagiz. Onceki gibi P(x) =
[ p(x)dx olsun. Bu durumda
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:—x(ep(")y) ="M@ +p(y) = " Pf (x)

olur. Buradan, bir (xg, yo) igin

X
yeP® =y, +f ePOf(s)ds

Xo
elde edilir.

Teorem 3.2. p(x) ve f(x), I aralidinda siirekli x, € I olsun. Bu durumda

X
y(x) = yoe PO + e_P(x)f ePO f(s)ds

Xo

(3.3) denkleminin bir ¢éziimiidiir. Ustelik, y(x,) = v, ile P(x) = f;o p(s)ds esdegerdir.

Ornek 3.3.
(3.4) y+y=x+3

diferansiyel denklemini géz 6nine alalim. y(x) = ax + b yi deneyen biri, (3.4) iny = x + 2
¢6zimundi kolaylkla bulur. Eger y = ¢p(x), (3.4) Gin baska bir ¢oziimu ise, z =y — (x + 2)
karsilik gelen z' + z = 0 homogen denkleminin bir ¢c6zimi olmahdir. Teorem 3.2 kullanilirsa,
z = ce ¥ olur. Boylece, y = ce ™ + x + 2, (3.4) Un genel ¢ozimudur.

Ahstirma (Bernoulli Tipi Denklemler). Eger n # 0,1 sabit bir sayi, p ve q siirekli fonksiyonlar ise

y' +px)y=qC)y™*, y>0

Bernoulli denkleminin uygun m sabiti icin y = u™ donusumd ile bir lineer diferansiyel

1/m

denkleme indirgenebilecegini gosteriniz. Burada y > 0 kosulu, u = y nin anlamli olmasini

saglar.n = 0 ve 1 durumunda denklemin kendisi zaten lineerdir.

Alstirma. ¥y’ +y = xy3, y > 0, diferansiyel denklemini ¢éziiniiz.

Logaritmik spiral. Kutupsal koordinatlarda bir r = f(8) egrisi asagidaki sekilde goruldugi gibi
yarigap! (1sinlari) bir sabit aci, diyelim ki ¥ agisi, altinda kessin.
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Sekil 3.1. Logaritmik spiral

Problem (oyun) bu egrinin denklemini bulmaktir. Eger Y = 0 ise egri orijinden sonsuza
yayilan bir isindir, ve r = f(6) formunda temsil edilemez. Eger ¢ = g ya da —g ise egri

merkezi orijinde bir cemberdir. Eger

(3.5) _r T
S<Y <5, P#O

. 1 . .
isetan = - Yazariz. Diferansiyel denklem

‘ _rdb
any = e
dir. (Bakiniz Sekil 3.2).
> aig
‘ )
Sekil 3.2.
tany = % kullanarak,
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(3.6) rd6 dr

ve buradan r = Ce*? elde ederiz.

Bu gesit bir egri, bir logaritmik spiral adini alir. Yukaridaki tartismadaki adimlar tersine
cevrilebilir ve bu nedenle r = f(8) egrisinin (3.5)'i saglayan sabit bir 1 agi altinda yarigapi
kesmesi ile onun bir logaritmik spiral egrisi olmasi esdegerdir. k keyfi oldugu icin bu, Gstel
kanuna gore bliyimeye uyan tim sireclerin bir geometrik yorumunu verir.

Bir logaritmik spiral, bir salyangoz kabuguna benzer (Sekil 3.1). Bu bir rastlanti degildir.
Bir salyangoz kabugunun karakteristik 6zelligi, bir ucundan blyilrken kabugun yere basan
kisminin degismemesidir. Bliylime, birbirine dik, yaricapsal ve enine, iki dogrultudaki
oranlariyla belirtilir. Her iki oranin t zamanda boyutla orantili oldugunu kabul edelim. Boyutun
tam olarak anlami problem olmayacaktir ve kolaylk dlgilebilen blyiklik olarak W agirligini
kullanacagiz. Eger radyal yondeki yay uzunlugu s; ve enine yondeki s, ise
(3.7) ds; ds,

o W e =keW

dir. Burada k; ve k, sabitlerdir. Kutupsal koordinatlarda yay uzunlugu

ds? = dr? + (rdf)?
esitligini saglar. d0 = 0 koyarak ds; = dr ve dr = O ile ds, = rd@ elde edilir. (3.7) deki birinci
ve ikinci denklemden

TE: kl/kz

esitligi bulunur. Bu k = % olmak tzere (3.6) denklemiyle aynidir.
1
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