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DERS 29. FAZ DUZLEMLERI |

Lineer veya lineer olmayan tipten u"’ = f(t,u,u") denklemler teorisinde u(t) cogu kez
u ekseninde hareket eden bir noktanin t anindaki yerini ve v(t) = u'(t) de t anindaki hizini
tanimlar. (u(t), v(t)) ikilisi, birlikte, sistemin t anindaki durumunu belirler.

Sistemin davranisi, (u, v)-dlizleminde (u(t), v(t)) noktasinin geometrik yeri ile tarif
edilebilir. Bu bigimde diferansiyel denklem ile iliskilendirilen (u, v)-dlzlemi faz diizlemi olarak
adlandirihr. (u(t), v(t)) parametrik ¢6zUm egrisine yériinge ve onun gorintusine de orbit veya
iz denir. Bir yoriinge ile orbit arasindaki fark, yoriingenin ¢6ziim egrisinin oryantasyonunu veren
t parametresiile donatilmig olmasidir.

Bu derste ve daha sonra, ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin veya daha
genel olarak iki boyutlu lineer diferansiyel denklemler sisteminin kalitatif davranisini faz
diizlemindeki yoriingeleri gizerek inceleyecegiz.

En basit durumda, p, g sabitler olmak Uizere

(29.1) u' +pu' +qu=0

denklemiiginu’ = v,v' = —pu' — qu yazariz. Buradan, (u, v)
wy’ 0 1\ /u
(v) - (—q —p) (v)
denkleminin ¢6zimu olur. Daha genel olarak,
(29.2) X' ra b\ (X _(a b
(y) - (c d) (y)' A= (c d)
dizlem otonom lineer denklem sistemini gbz 6niine alalim.

Orijin (x(t),y(t)) = 0 her zaman (29.2) sisteminin bir ¢ozimudr ve kritik nokta, sabit
¢6zim veya denge noktasi olarak adlandirilir. Eger A singller degilse, yani |A| # 0 ise (0,0)
(29.2) nin tek kritik noktasidir. |A| = 0 durumu dejenere durum olarak adlandirilir.

A matrisinin karakteristik polinomu
p(D) =22 —(trA)A+detA=2%2+pil+q

olsun. (29.2) nin es denklemi (29.1), lineer dizlem otonom (29.2) sistemi ile ona iliskin ikinci
mertebeden lineer diferansiyel denklem arasinda bir baglanti kurmaktadir.
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Eger t — oo icin (29.2) sisteminin tim ¢ozimleri sifira gidiyorsa, (29.2) sistemine
asimptotik karal, eger sinirli kaliyorsa, (29.2) sistemine kararh, diger durumlarda kararsizdir
denir.

Lineer denklik. Eger singiiler olmayan K matrisi icin B = KAK ™! ise, birinci mertebeden

() =4G)ve (5) =2()
sistemlerine lineer denk denir.

= x = _ u = _ - = _1—) . .ope e
X = (y), u= (v)' u=Kx, ve X =K "u yazlim. Budurumda, K ileiliskili baz
degisimine gore, X' = AX sistemi

' = KX' = KAX = (KAK V)1

sistemine doénisir. Yani, lineer denk sistemler, A ve KAK™! benzer matrisleri ile ilgilidir.
Boylece, (29.2) lineer otonom sistemini, lineer denklik altinda, basit bir standart kanonik
bicime indirgeyebiliriz.

Teorem 29.1. A = (tr A)?> — 4 det A = 0 olmadikga, (29.2) sisteminin bir baska sisteme denk
olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul her ikisinin de ayni es denkleme sahip olmasidir.

Lemma 29.2. Lineer denk sistemler ayni es denkleme sahiptirler.

Ispat. iki denk sistem A ve B matrisleri ile tanimlanmis olsun diyelim ve B = KAK ! alalim.
Hesaplarsak,

ps(A) = |B — Al| = [KAK~* — 2|
= |KAK~' — K(ADK~Y| = |K(A — ADK~| = |K||A — AI||K|~!
=pa(d)

elde ederiz. Yani onlarin es denkleler ayni karakteristik polinoma sahiptir. O

Lemma 29.3.p = —(a + d) ve q = ad — bc olmak lizere, a = d ve b = ¢ = 0 olmadikca (29.2)
sistemi
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sistemine lineer denktir.

Ispat. b # 0 ise u = x ve v = ax + by, yani

() =xG) k= 3)

donlsimiini deniyoruz. Bu durumda

=(a+d)v—(ad — bc)u

olur. ikinci denklemde u = x inu”" + pu’ + qu = 0 es denklemini sagladigi kullanildi. Bu

KAK_1=<0 1)
-q P

oldugunu gosterir.
Eger ¢ # 0 ise, benzer sekilde u = y, v = cx + dy donlslimini deniyoruz.
Sonolarak,a #dveb =c=0iseu = x +y,v = ax + by dénlusimini deniyoruz.
a =dveb = c = 0 ender durumunda, (29.2) sistemi
X\ ra 0\ (X
(y) B (0 a) (y)
sistemine indirgenir ve x ve y, u”’ — 2au’ + a?u = 0 es denklemini saglar.
X\ ra 0\ (X
(y) B (1 a) (y)

sistemi de ayni es denkleme sahiptir fakat sistemler lineer denk degildir. |

Siniflandirma. (29.2) nin davranisini incelemek icin dnceki kesimlerdeki sonuglari kullaniyoruz.
p(M) =22 —(a+d)A+ (ad — bc) =: 12> + pA + q,
ve

A=p?—4q =(a—d)?+ 4bc
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olsun.

Odak noktalar. Eger A < 0 ise, p(A) iki farkli karmasik kdke sahiptir. a, 8 € Rve f # 0 olmak
uzere bu kokler @ £ iff olsun. Bu durumda ayni es denkleme sahip

(=G 20

v B a)\v

kanonik formunu seciyoruz. C6ziimu kolay olan bu kanonik sistem
u(t) = c;e* cos Bt, v(t) = c,e* sin it

¢Ozlimlerine sahiptir.

Kanonik sistemin ¢ozlimleri

(29.3) (1)2 N (Z)Z _

€1 €1
denklemini saglar. Eger, ilaveten a # 0 ise, (u(t), v(t)) geometrik yeri bir spiral gdsterir.
Gergekten, t, %ﬂ arttigi zaman, (u, v) noktasi basladigi ayni yaricap dogrultusuna geri gelir,

fakat Ustel carpan, orijine uzakhgin e2ma/B jle carimi olur. Bu tip kritik nokta bir odak noktasi
olarak adlandirihr.

p = —2a > 0 oldugu zaman, (u(t),v(t)) egrisi orijine dogru sarmal olusturur ve
orijinin kararli odak oldugunu séyleriz. p < 0 durumda, egri orijinden uzaklasir ve orijin bir
kararsiz odak noktasidir.

Girdap (Vorteks) noktalari. Yukaridaki durumda eger « = 0 veya onadenk p = 0ve § # O ise,
(29.3) den (u(t), v(t)) nin geometrik yeri bir elipstir. Bu durumda orijine bir girdap noktasi
deriz. Bu takdirde her yériinge sinirlidir ve buradan orijin nétral kararhidir.
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Sekil 29.1 Bir odak (sol) ve bir girdap (sag)

Digim noktasi. Eger A > 0 ve q > 0 ise, p(A) ayni isaretli farkl iki reel kbke sahiptir. Bunlar,
0 < |14] < |A,] olacak sekilde A; ve A, olsun. Kanonik formu

G =06 LG

biciminde seceriz. Kanonik sistemin ¢ézlimlerinin

u(t) = c;eMt, v(t) = ¢ et2t
oldugu dogrudan gorulir.
Yukarida, t yok edilirse
Ay
v =ku™, m=—>0
Az

elde ederiz; bu egriler (u, v) diizleminde v = ku? parabollerine benzer. Bu durumda orijine bir
diigiim noktasi deriz.

Eger p > 0, yani 1; ve 1, negatif ise digliim noktasi kararli ve eger p < 0 ise kararsizdir.

Eyer noktalari. Eger A > 0 ve q < O ise, p(A) farkli isaretli iki reel koke sahiptir. Bunlar 1,ve 4,
olsun. Digum durumunda oldugu gibi ayni

u\’ _ /11 0 u
(v) - (O Az> (v)
kanonik formu seciyoruz. Bu durumda, ¢ozimler

A2

-—>0
A

v=k, m=
esitligini saglar. Bunlar uv = k hiperbollerine benzer. Orijinin eyer noktasi oldugunu soyleriz.

Eyer noktasi, ¢c6zim egrileri bir temel dogrultu boyunca orijinden uzaklastigindan, her zaman
kararsizdir.
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Sekil 29.3 Bir eyer

Ornek 29.4. Orijinin sirasiyla

x'=6x+y x'=6x+y
y' =4x + 3y y' =4x+ 3y

sistemleri icin kararsiz digim ve eyer noktasi oldugunu kontrol edelim. Karakteristik
polinomlarinin kokleri birincide 2, 7 ve ikincide de —2, 3 dir. Boylece k bir sabit olamk lizere

x = ke?t x =ke’t x = ke %t x = ke3t

y = —4x y=x 2y =x y = 3x
biciminde yazilabilir.

Birinci durumda Ustler pozitif oldugu igin |x| ve |y|, t ye gbre artandir ve dogrular
orjinden disari dogru yonludir. t » —oo iken e?t terimi e’ den daha biiyiiktir ve orbitler
orijinde 2 = 2 ye iliskin y = —4x dogrusuna tegettir. t — oo iken bu kez et terimi e?¢ den
daha buyuktir ve orbitler farkli noktalarda y = x e benzer davranirlar. Bakiniz Sekil 29.2.

ikinci durumda 2y = x dogrusu —2 negatif Gsti ile iliskilidir ve orijine dogru yénludir,
diger dogrular ise orijinden disa dogru yonladur. Bakiniz Sekil 29.3.

Ek bilgi yoriingeleri daha kesin gizmeye yardim eder.

Sayfa 7 www.acikders.org.tr



