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DERS 27. KARMASIK COZUMLER VE TEMEL MATRIS

Karmasik 6zdegerler. A = (a;;), n X n boyutlu sabit bir matris olmak tzere

=

(27.1) y' =AYy

sistemini ¢alismaya devam edelim. Bu kesim boyunca A reel matristir. A, bir karmasik 6zdegere
sahip oldugu zaman, (27.1) in bir karmasik ¢6ziimuni dogurur. Bu durumda, asagidaki reel
kisimlari esitleme kurali, bir karmasik ¢6ziimden reel ¢éziimler olusturmamiza olanak verir.

Lemma 27.1. @(¢) ve B (t) reel vektor degerli fonksiyonlar olmak iizere, 3(t) = @(t) + if(t)
fonksiyonu (27.1) sisteminin bir karmasik ¢éziimii ise, a(t) ve ﬁ (t) fonksiyonlari (27.1)
sisteminin reel ¢éziimleridir.

ispat skaler denklemlerdekinin neredeyse aynisi oldugundan verilmeycektir.

Alistirma. Eger bir reel A matrisi ¥ dzvektérlii A 6zdegerine sahip ise, A nin ayni zamanda v
ozvektorli A 6zdegerine sahip oldugunu goésteriniz.

Ornek 27.2. A = (_14 }) matrisini ¢alismaya devam edelim. A matrisi
pa(d) = |1__4)L 1 iA| ve 1 =1+ 2i karmasik 6zdegerlere sahiptir.

A=1+42iise, A=Al = (_Zl 1 ) matrisi (211) Ozvektorine sahiptir. Yukaridaki

-4 =2i
alistirma bu durumda (—121') vektérinin A = 1 — 2i 6zdegerinin bir 6zvektori oldugunu

garanti eder.

(27.1) in reel ¢ozlimlerini bulmak igin

) 1 cos 2t sin 2t
(1+2i)t — Lt .t
€ (21’) ¢ (—2 sin 2t> tie (2 cos 2t>

yaziyoruz. Yukaridaki lemma et(_‘;(;siﬁ;t) ve et(zségszztt) fonksiyonlarinin (27.1) in reel
¢6ziimleri oldugunu séyler. Ustelik, bu ¢cdziimler lineer bagimsizdirlar. Bu yiizden, (27.1)

denkleminin genel ¢6zimii
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t( cos 2t >+ t(sinZt)
1€ —2sin 2t €2¢€ 2 cos 2t

dir.

Temel matris. Ty := y' — Ay lineer operatorii vektérlerden matrislere dogal bir genislemeye
sahiptir. Ornegin n = 2 durumunda

T()’n) _ (f1>, T(y12> _ (gl>’
Y21 f2 Y22 g2
olsun. O zaman
Y Y2\ _ (fi 91)
T ()’21 3’22) a (fz g2

olur. Genel olarak, eger A, birn X n matrisve Y = (y1,¥,, ..., ¥), j'inci situnu y; olan bir
n X n matris ise,

TY = T(yl' Y2, ---:yn) = (TyeryZI ""Tyn)

dir. Bu anlamda, y' = Ay vektér denklemi Y’ = AY matris denklemine genisler.

Alistirma. U ve V, n X n matris degerli fonksiyonlar, C bif n X n matris ve ¢ bir siitun vektér
olmak tzere

TW+V)=TU+TV, T(UC) = (TU)C,T(Uc) = (TU)C

oldugunu gosteriniz.

Bu, T nin I araliginda tirevlenebilen Y matris degerli fonksiyonlar sinifi (izerinde tanimli
bir lineer operator olmasi anlamindadir. Asagidaki varlik ve teklik sonucu standarttir.

Varlik ve Teklik. Eger A(t) ve F(t), to € I araliginda siirekli ve sinirli (matris degerli)
fonksiyonlar ise, bu durumda herhangi bir Yymatrisi igin

Y =AY +F(),  Y(ty) =Y,
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baslangic deger probleminin t € I araliginda bir tek ¢ozimi vardir.

Varsayim. A(t), F(t), ve f(t), bir t € I araliginda her zaman surekli ve sinirhidir.

Tanim 27.3. TY = 0 denkleminin bir temel matrisi, bir t, noktasinda |U(t,)| # 0 6zellige sahip
bir U(t) ¢6zimudur.

|U(ty)| # 0 kosulunun, her t € I igin |U(t)| # 0 olmasini gerektirdigini belirtelim.
Coziim formdllerini elde etmek icin bu gergegi kullaniyoruz.

U(t) nin bir uygulamasi olarak

Y =A®F+ @), It = o

baslangi¢c deger problemi icin ¢ozim formultni bulalim. U(t), Y' = A(t)Y nin bir temel matrisi
olsun. f = 0 homogen durumunda, ¢ keyfi bir sabit vektér olmak iizere, § = U(t) olsun. Bu
durumda,

y' =U'¢ = (AU)¢ = A(U?C) = Ay

olur, yani ¥ homogen denklemin bir ¢éziimiidiir. Baslangic kosulu Cvyi ¢ = U~1(t,)y, olarak
belirler.

Simdi, genel fdurumu icin, U vektdr degerli bir fonksiyon olmak tzere, y = U(t)v
biciminde parametrelerin degisimini kullaniyoruz. Bu durumda,

y =WUv) =U'v+Uv" = (AU)V + Uv' = Ay + UD'
dir. Buradan, U3’ = f ve

ﬂ0=Ume*®f@m

elde edilir.

Liouville denklemi. Wronskiyen icin Abel 6zdesligini genellestiren Liouville'in bir teoremini ispat
edelim.
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Teorem 27.4 (Liouville teoremi). Egert € I icin Y'(t) = A(t)Y(t) ise,
(27.2) Y| =tr A(t) |Y(D)], tel

dir.

Ispat. Bir t, € I noktasinda |Y(t,)| = O ise, hert € I icin |Y(t)| = 0 olur ve ispat biter. Her
t € Iicin |[Y(t)| # 0 oldugunu varsayalim.

Bir t, noktasinda Y (t,) = I, bir baska ifadeyle,

Y(ty) = (}7)1(150),372(%), ---)_’)n(to)) = (Epgz, ---'En)

olsun. Burada E} R™ de birim koordinat vektordur, yani, E},j'inci satirindaki elemani 1 digerleri

0 olan n boyutlu vektordir.

Determinant igin

d
YO = - det(51(0), ., 3n (D))

= det(y,(0), Y2 (t) o, () + det(; (), P5(E) ., P (£)) + -+
+ det($,(1), ¥, (t) .., Y (D)

turev formalind kullanalim. Bu formiil, determinant icin Laplace ac¢ilimini esas alir, burada
ispatini yapmiyoruz. Aj(t),A(t) nin j yinci situnu olmak uzere ,

Yj’(to) = A(t)Y;(to) = A(to)E; = Aj(to)
oldugundan, yukaridaki determinant formuliinde t = ¢, alirsak,

|Y(t0)|, = det(Al(tO)l EZ) ---:En) + dEt(EllAZ (tO)I "'IETl) +
+ det(Ey, Ey, ..., An(to))
= ay1(to) + azz(to) + -+ any(to) = tr A(to)

elde ederiz. Boylece (27.2), t = t, da saglanir.
Genel olarak, C = Y ~1(t,) alalim. Bu durumda, U(t) = Y (t)C matrisi
U' =AU, U(ty) =1
probleminin ¢6zimiidir. Bu nedenle, yukaridaki tartismadan,

[U(t)|" = tr A(to)|U(to)| = tr A(to)
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olur.t =ty da

d d
Z1Y®ch == r@l1ch = ly@rici

oldugundan, tr A(ty) = |Y (to)|'|Y (t,)| 1 elde edilir. t, keyfi oldugundan, ispat tamamlanmis
olur. O
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