18.034 lleri Diferansiyel Denklemler ‘,‘? Ders 26

MIT AgikDersSistemi

http://ocw.mit.edu

18.034 ileri Diferansiyel Denklemler

2009 Bahar

Bu bilgilere atifta bulunmak veya kullanim kosullari hakkinda bilgi i¢in http://ocw.mit.edu/terms

web sitesini ziyaret ediniz.

Sayfa 1 www.acikders.org.tr


http://ocw.mit.edu/
http://ocw.mit.edu/terms

18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 26

DERS 26. OZDEGERLER VE OZVEKTORLER

A = (a;;), n x n boyutlu sabit bir matris olmak iizere
(26.1) y' =A@y
sistemini inceliyoruz.

n = 1 durumunda yukaridaki sistem y’ = ay skaler denklemine indirgenir ve ce%*
biciminde ¢dziimlere sahiptir. n > 2 i¢in benzer sekilde, A € C ve ¥ € R™ olmak tizere ve?t

biciminde ¢6ziimler deneyelim. Bu durumda, (26.1) den
Avett = Avett
olur. Daha sonra
(26.2) Av =217, (A-ADv =0,
elde edilir.

(26.1) in Be?t biciminde bir ¢oziimiini bulmak icin (26.2) yi saglayan A € C ve sifirdan
farkli bir ¥ vektéri bulmak isteriz. Bu bizi lineer cebirde asagidaki kullanigl kavramlara gétirir.

Tanim 26.1. (26.2) denklemini saglayan sifirdan farkli ¥ vektoriine A € C ézdederlerine karsi
gelen bir 6zvektérii denir.

(26.2) nin ¥ ye gére bir lineer sistem oldugunu hatirlayalim. (26.2) nin asikar olamayan
¥ ¢dziimiine sahip olmasi icin gerek ve yeter kosulunun A — Al matrisinin singiiler olmasi
gercegi lineer cebirden iyi bilinen bir sonugtur. Yani, p,(4), A nin karakteristik polinomu olmak
uzere p,(1) = |A — AI| = 0 dir. Bu durumda, bu tip ¥ asikar olamayan ¢ézim bir 6zvektdrdiir
ve py(4) = 0.1n karsihk gelen koku 6zdegerdir.

a;; ap

matrisi icin karakteristik polinom
az; azz) ¢ P

Diizlem sistemler. 2 X 2 boyutlu bir 4 = (

all_ﬂ.

_ A2 | _ 432 _
p(1) = a ayy — /1| =1 — (trA)A + detA
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dir. Bu karakteristik polinom A, ve 4, (farkli olmalari gerekmez) gibi iki kéke sahiptir. ¥; ve 5,

sirastyla, A, ve A, 6zdegerlerine karsi gelen 6zvektérler olsun. Tanimdan, #;e?1t ve #,e%2t

(26.1) in gozimleridir.

Eger 1, # A, ise, U;eM1t ve ¥,e?2t fonksiyonlari lineer bagimsizdir. Bu nedenle, (26.1) in
¢6zUmlerinin bir bazini olusturur. (26.1) in genel ¢dziimi, c; ve ¢, keyfi sabitler olmak Uzere,
57) = Clﬁlellt + Czﬁzelzt

olarak verilir. Bu, (26.1) denkleminin incelenmesinde 6zdegerlerin bir kullanimini gosterir.

2 X 2 boyutlu

V= (0,,7,) veA = diag(11,4,) = (%1 i)

matrislerini tanimlayalim. AV = VA oldugu dogrulanabilir. Eger ¥; ve ¥, lineer bagimsiz,
dolayisiyla |V| # 0, ise

Xx=V"1ly
degisken (regller) donislimi yapabiliriz. Buradan, (26.1) denklemi
X' = A X ye, acik ifadesiyle

x:{ == /11xl
Xy = AxX;

sistemine donisir. Yani, X ayristiriimis bir sistemi ¢dzer. Bu sistemin ¢dziimii kolaydir ve

At

x; = cie™Mt, x, = c,e’2t dir. X yeni degiskenlerine kanonik degiskenler, ve A = V1AV ye

késegenlestirme denir. Bu 6zdegerlerin diger bir kullanimidir. Kanonik degiskenler,
miihendislikte, mekanikte ve aslinda sabit katsayili lineer sistemlerin kullaniminin yogun oldugu
tim alanlarda ana rol oynar.

Lemma 26.2. Bir 2 X 2 boyutlu matrisin 6zdederleri farkli ise karsilik gelen 6zvektérler lineer
bagimsizdir.

Ispat. Ozdegerler A; # A, olsun. Ozvektérler

(26.3) C1V1 + U, =0

esitligi saglansin. ¢; = ¢, = 0 oldugunu gostermek istiyoruz. (26.3)'e A matrisi uygularsak,

(264) Clllﬁl + Cz/‘lzaz = 6
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elde ederiz. Cikarma islemi yapilirsa
c1(Az = A1)V =0

elde edilir. Bu ¢; = 0 olmasini gerektirir. Bu durumda (26.3), ¢, = 0 verir. O

Ornek 26.3. A = (i26 i) matrisini gdz 6niine alalim. Kararkteristik polinom p(1) = 12 —

131+ 42 = (A — 6)(A — 7) dir ve A matrisi ; = 6 ve A, = 7 6zdegerlerine sahiptir.

6 5
-6 -5

5 5
-6 —6

Eger A, = 6ise A — 6] = ( ) ve (>.) bir dzvektdrdiir.

EgerA, =7ise A—T7I = ( ) ve (_11) bir 6zvektordir. (26.1) sisteminin genel

¢06zimu, boylece,
olur. Kanonik degisken

dir.

Alistirma. A = (_61 é) matrisinin sadece bir A = 7 6zdegerine ve karsilik gelen G)

Ozvektorine sahip oldugunu gosteriniz. Bu durumda, (26.1) in genel ¢oziimini buradan
olusturamayiz.

Alistirma. A = (_14 }) matrisinin A = 1 + 2i 6zdegerlerine ve sirasiyla karsilik gelen (+12i)

Ozvektorlerine sahip oldugunu goésteriniz. Bu 6zvektorler, (26.1) sisteminin

, 1 . 1
(1+20)t ( ) 4o e(-20t ( )
1€ 2i) T 2°€ —2i

genel (karmasik) ¢c6zimiini verir.
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Yiiksek boyutlu sistemler. n > 1 bir tamsayi olmak lzere, A n X n boyutlu bir matris ise, A ya
gore n'inci dereceden

pa(d) = |A -2
karakteristik polinomu, birbirinden farkh olmasi gerekmeyen, n tane koke sahiptir. Bu, A nin
birbirinden farkli olmasi gerekmeyen n tane 14, 1,, ..., 1,, 6zdegere sahip oldugunu ifade eder.
Uy, Uy, ..., Uy, Sirasiyla A4, A, ..., A,, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorler ve

V = (1_7)1, 1_7)2, "')1‘_7)11) ve A = dlag(/ll, Az, ...,){,n)

M Aot
)

olsun. Tanimdan, v;ett, B,e?2t, .. ¥, e?nt fonksiyonlari (26.1) in ¢oziimleridir.

Eger |V| # 0 ise, yani ¥y, Vy, ..., U, lineer bagimsiz ise, ¢céziimler (26.1) in ¢cdziimlerinin
bir bazini olusturur. Ustelik, ¥ = V 1y bir kanonik degiskendir ve X' = AX dir. Pek ¢ok
durumda 17]- vektorleri Ajler farkli olmazsa bile, lineer bagimsiz secilebilirler. Bazen, |V| # 0
kosulu asagidaki sonuctan 6tiri saglanir.

Lemma 26.4. A, A,, ..., A, 6zdegerleri farkli ise karsilik gelen ¥y, v,, ..., U, 6zvektérleri lineer
bagimsizdir.

Ispat. Aksini kabul edelim. m > 1 minimum sayidaki lineer bagimli vektérlerin sayisi olsun.
Genelligi bozmaksizin Uy, U,, ..., U, dzvektorlerinin lineer bagimli oldugunu, yani bazi sifirdan
farkli ¢; ler igin

(26.5) 1V + CUp + o+ CpUyy, = 0
esitliginin saglandigini varsayalim. ¢, # 0 oldugunu da kabul edelim.
Lemma 26.2 ye benzer bir yol izliyoruz. A matrisini (26.5)'e uygularsak,

1A Vy + 50, + -+ Cpd Uy = 0
elde ederiz. (26.5), A, ile garpilirsa

iUy + 405 + -+ ey Uy = 0
olur. Cikarma islemi yapilirsa

;A = A0y + -+ c(Ap — A1)V, = 0

olur. ¥y, Uy, ..., U, 6zvektdrleri lineer bagimsiz oldugundan, ¢, = ¢3 = -+ = ¢, = 0 olmaldir.
Bu celiski iddiay! ispatlar. m]

A = AT ise, karesel A matrisine simetrik denildigini hatirlayalim. Eger bir karmasik A
matrisi icin A%, A nin esleniginin devrigi olmak lizere, A = A" ise A matrisine Hermityen matris
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denir. Bir simetrik veya Hermityen matris, 6zdegerler yoluyla (26.1) in incelenmesinde ¢ok
onemli 6zelliklere sahiptir.

(1) Bir simetrik matrisin tiim 6zdegerleri reeldir ve farkl 6zdegerlere karsilik gelen
Ozvektorler ortogonaldir.

Ispat. U,V # 0 ve A # u olmak iizere
AU = Al ve AV = uv

olsun. Bu durumda,
uTAtU = 2", uTATu=21u"u
olur. A = AT oldugundan, 1 = A elde edilir. ikinci iddia 6dev olarak birakilmistir.
(2) A matrisi n tane lineer bagimsiz 6zvektore sahiptir (6zdegerlerin katindan bagimsiz).
(1) ve (2) nin hemen bir sonucu asagidakidir:

(3) Ozdegerler basit (tek kath) ise, karsilik gelen 6zvektérler ortogonaldir.
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