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18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 25

BOLUM VI: LINEER SISTEMLER

Birinci mertebeden n tane lineer diferansiyel denklemden olusan denklem sistemlerini
inceleyecegiz. Bu sistemler, birinci mertebeden matris diferansiyel denklemlerle iliskilidir.
Karsilik gelen matris sabit oldugunda, matrisin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlari genel ¢6zimi
olusturmak icin kullanish bir yapi saglar. Temel (¢6ziimler) matrisi Gstel matris olarak insa
edilecektir.

DERS 25. LINEER SiSTEMLER

Bir lineer sistem, n bilinmeyenli n diferansiyel denklemden olusan
y1 = a1 Oy + -+ ag(Oyn + f1(D)

(25.1) Y2 = a1 ()Y + -+ apn(©yn + f2(2)

yTIl = anl(t)yl +-t ann(t)yn + fn(t)

sistemidir. Burada,’ = % dir. Matris notasyonu ile, ¥ = (v, V2, -, ¥)7s f = (fis far s fi) T
n

t € I araliginda tanimli R™ degerli fonksiyonlar ve A(t) = (aij(t)) , I araliginda tanimli
ij=1

n X n matris degerli fonksiyon olmak tizere, (25.1) sistemi
(25.2) ¥ = A®F +f©)
seklinde yazilabilir.

Eger matris degerli bir A(t) = (aij(t)) fonksiyonunun her a;;(t) elemani siirekli, sinirli
ve tlirevlenebilir ise, A(t) matrisine sirasiyla stirekli, sinirli ve tiirevlenebilir denir. Tlrev ve
integral elemanlar yoluyla,
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%A(t) = (%) ve fA(t)dt = (J al-j(t)dt>

seklinde tanimlidir.
(25.3) Ly=y' —A(t)y

operatériini tanimlayalim. Bu notasyon ile, (25.2) sistemi Ly = f(t) olarak yazilabilir. L
operatérinin tanim bolgesi bir I araliginda tirevlenebilir n boyutlu vektér degerli fonksiyonlar
uzayidir.

Alistirma. L nin bir lineer operatér oldugunu gosteriniz. Yani,

L(C1371(t) + ¥ (t)) = ¢, L y1(t) + Ly, (1)

saglanir.

L lineer oldugundan siiperposizyonun temel kurali, tamamlayici fonksiyon prensibi ve
lineer operatorler icin diger sonuclar gecerlidir.

Varlik ve teklik. Eger A(t) ve f(t), to noktasiniigeren bir I araliginda surekli ve sinirliise, her
bir y, € R™ igin

V=AY + @),  F(to) = Po

baslangic deger probleminin I araliginda bir tek ¢6ziime sahiptir.

Varsayim. Ders boyunca ve sonrasinda A(t) ve f(t) fonksiyonlarinin bir I araliginda sirekli
oldugu varsayilmaktadir.

Lineer bagimsizhik. R*deki y;, V5, ..., i, vektorleri icin, eger

C1)71 + Czi’z + -t Cn:)_}n =0
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. v o - —> —> . . .
esitligi sadece ¢; = ¢, = -* = ¢, = 0 durumunda saglaniyorsa, y;,y,, ..., ¥, vektorlerine lineer
bagimsizdir denir.

Y = (31,2, --» ¥), j'inci situnu y; olan bir n X n matris olsun. Bu durumda ¥y, y, ..., n
vektorlerinin lineer bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter kosul determinant |Y| # 0 olmasidir. Bu
durumda, bu fonksiyonlar R™ lineer uzay: igin bir baz olusturur.

Benzer sekilde, y; (t), Y, (t), ..., Y, (t) vektor degerli fonksiyonlari igin, eger
c1Y1(t) + 29, (t) + -+ cp ¥ (t) = 0, vVt el

esitligi sadece ¢; = ¢; = -+ = ¢, = 0 durumunda saglaniyorsa, y; (t), ,(t), ..., Y (t)
fonksiyonlarina I araliginda lineer bagimsizdir denir. Bu tanim vektérler igin olan tanimdan daha
kisitlayicidir. Fakat eger bu fonksiyonlar bir diferansiyel denklemin ¢éztimleri ise lineer
bagimsizlik, vektorlerdekine paralel bicimde matris degerli bir fonksiyonun determinanti
cinsinden karakterize edilebilir.

A(t), bir I arahiginda surekli n X n matris degerli bir fonksiyon olmak tizere
(25.4) y' =A@y

sisteminin ¢éziimlerinin bir bazi, n tane y, (t), y,(t), ..., ¥, (t) ¢6zimin bir koleksiyonudur ve
her y(t) ¢6ziimii, ¢4, €y, ..., ¢, sabitler olmak Gizere, onlarin bir

V(&) = c1Y1() + 22(t) + - + ()
lineer bilesimi olarak tek sekilde yazilabilir.

Teorem 25.1. y, (t), y,(t), ..., ¥n(t) vektér fonksiyonlari (25.4) denkleminin I aralidinda tanimh
n tane ¢éziimi olsun. Y = (¥4, Y5, ..., ¥), j'inci siitunu y; olan bir n X n matris degerli
fonksiyon olsun.

Bu fonksiyonlarin, ¢6ziimlerin bir bazini olusturmasi icin gerek ve yeter kosul, bir t, €
I noktasinda |Y (ty)| # 0 olmasidir. Bir t, € I noktasinda |Y (ty)| # 0 ise, her t € I igin
|Y(t)| # 0saglanir.

|Y(ty)| = O ise, Y(t,) matrisindeki stitun vektérler lineer bagimhdir. Buradan y(t,) =0
ozelligine sahip

Y(@) = c1y:1(t) + 2¥2(t) + - + cpyn ()
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olacak sekilde, hepsi birden sifir olmayan ¢; sabitleri bulabiliriz. Ustelik, ¥(t), (25.4) denkleminin
bir ¢coziimidir. Teklik nedeniyle her t € I'igin y(t) = 0 olur. Yani, fonksiyonlar I araliginda
lineer bagimlidir.

Gosterimler. Y (t)| = det(y1(t), Y2 (t), oo, Y (1)), Y1 (1), ¥2(t), ..., Y () fonksiyonlarinin
Wronskiyeni olarak adlandirilir.

Eger Y (t) matrisinin sttunlari, y' = A(t)y denkleminin lineer bagimsiz ¢dziimleri ise,
Y(t), y' = A(t)y denklemi icin temel matris olarak adlandirilir. Temel matris, y' = A(t)y
denkleminin genel ¢oziimiini ve boylece tam ¢dzimind verir.

Diizlem otonom sistemler. n = 2 durumunda

y1 = a;1(®)y1+a12(0)y;

(25.5)
Y2 = z1(t) y14a22(t) Y2

sistemi, bir diizlem sistem olarak adlandirilir. Matris gésterimini kullanarak sistemi,

A(t) — (all(t) alZ(t)

azq(t) azz(t)) vey = Omy2)’

olmak Gzere,
y' =A@y
seklinde yazariz.
a;; sabit oldugu zaman, ¢ = y; donlisumu yapalim. Sistemden y, yok edilirse
(@' —a119) = a12a219 + az,(d" — ay19)
elde ederiz.Bu denklem diizenlenirse (25.5) sisteminin
(25.6) ¢" — (trA)¢' + (detd)p =0

es veya arkadas denklemini elde ederiz.
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Onerme 25.2. Eger (y,(0), yz(t))T, (25.5) sisteminin bir ¢6ziimii ise, hem y,(t) hem de y,(t),
(25.6) es denkleminin ¢éziimleridir.

ispat kolaydir ve 6dev olarak birakilmistir.
Tersine, karsilik gelen
A2 — (tr A)A + detA

karakteristik polinomunun koklerini bularak, (25.6) es denklemi (25.5) sistemini ¢dzmek igin
kullanilabilir. Burada, kuadratik polinomu, A nin karakteristik polinomu olarak adlandiriyoruz.

Ornek 25.3.

y1 = 12y1.5y; a=(12 5)

-6 1

Il
N

V2 =—6Y1+Y2

lineer sistemini goz éniine alalim. Es denklemi ¢"" — 13¢’ + 42¢ = 0 dir ve ¢dziimler, e ve
e’ tarafindan uretilir.

Eger y,(t) = c,e% ise, 5y, = y; — 12y, = —6¢,e® dir. Eger y,(t) = c,e’t ise,

5 1
cre (—6) +cze” (—1)

y, = —cye’t dir. Boylece,

sistemin genel ¢6zimudur.

Alistirma. Asagidaki durum igin genel ¢6zimini bulunuz.

1. A= (_61 51;) (Yanit. Clet(116) + Czet(_ttH) )

24=(1 ) vant cet () + oot (S0 )

Lineer cebir tekrari. Bu dersi lineer diferansiyel denklem sistemlerinde kullanisli, lineer cebir
sonuclari ve gésterimlerini siralayarak sonlandiriyoruz.
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A= (aij), n X n matris olsun. Eger A nin satirlari ve stitunlari yer degistirilirse, elde
edilen matris A nin devrigi veya transpozu adini alir, ve AT ile gésterilir. Dogrudan,

AT =4, (A7) =TT, (AB)T = BTAT
oldugu gorilir. Eger A = AT ise A matrisine simetrik matris denir.

|A| gosterimini A nin determinanti igin kullaniyoruz. A nin (i, j) minérd, M;; ile gosterilir
ve A nin i yinci satir ve j yinci sttunu silindiginde elde edilen (n — 1) X (n — 1) matrisin
determinantidir. Boylece, tanim geregi

|Al = ay Myy — a;pMyp + -+ (=1)"ay, My,
dir.

A nin kofaktort, cof A ile gosterilir ve
¢i; = (=D My
olmak tGzere,n X n (cij)2j=1 matrisidir. Buradan
|Al = ay1¢11 + a12€12 + -+ A1pCin
olur. Son olarak, adj A ile gosterilen A nin (klasik) adjointi, kofaktor matrisin devrigi

adj A = (cof A)7, (adjA);; = cj;

dir. Buradan, determinant icin Laplace a¢ilim formiilii, herhangi 1 < i,j < nigin

n n

14| = Z a;j(cof A);; = Z a;j(cof A);;

j=1 i=1

elde edilir. Yani, bir determinant herhangi bir satir veya herhangi bir stitiin kullanilarak
hesaplanabilir.

Ornek 25.4. A = (CCL b) matrisinin adjointi, adj A = <—dc _ab) dir.

d

Simdi ¢ok kullanilisli

(25.7) A (adj A) = (adj A)A = (detA) I

formulu tGzerinde duralim. A (adj A) nin (i, j) elemani, A nin i -yinci satiri ve cof A nin i -yinci
satirinin i¢ carpimidir, ve bu nedenle (25.7) aslinda Laplace formulidr.
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A matrisinin

(25.8) pa(l) =det(A—11)

karakteristik polinomunu tanimlayalim.
pa(D) = (D" + p A"+ + g
olsun. Dogal olarak buna gére matris polinomu
Pa(A) = (=1)"A™ + p; AV + - + pol
dir. Adjointin 6nemli bir 6zelligi
adjA = —((—D"A" 1+ p, A" 2 + -+ + pol)
dir. Buradan bicimsel olarak

(25.9) _p() —p4)

dj A
adj y

yazilabilir.
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