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DERS 24. TRANSFER FONKSIYONU VE KUTUP DiYAGRAMI

Transfer Fonksiyonu. a; reel sabit olmak (izere, bu kesim boyunca P (D) operatéri
P(D)=D"+a, D" '+ -+ a,_,D +a,

dir. P(D)y = f bigimindeki diferansiyel denklemler dalgali akim aglari veya filtreleri temsilde
yaygin bicimde kullanilir. Boyle bir filtre, girdisi f(t) elektrik akimi ya da f(t) gerilimi ve giktisi
y(t) olan, bir kapali kutu olarak distnulebilir.

;D

girdi cikti

Sekil 24.1. Giris-gikig sistemi

Bu matematiksel olarak; f giris fonksiyonunu, P(D)y = f nin ¢6zimd olan y cikis
fonksiyonuna donustiiren operatérin incelemesi demektir. Bigimsel olarak, y = W[f] yazalim.
Bu durumda, P(D)W|[f] = f olur. Séylemek gerekirse, boyle bir giris-¢ikis operatorii P(D) nin
sag tersidir.

En basit durumda, f(t) = e% olsun. P(a) # 0 kosulu altinda,

1 1
y(t) = ﬁf(t) veya W(a) = @

dir. Giris sinyalini ¢ikis sinyaline donustliren boyle bir fonksiyona transfer fonksiyonu denir.
Transfer fonksiyonunun temel 6zelligi

(cikis) = (transfer fonksiyonu) X (giris)

esitligini saglamasidir.

Alistirma. w € R olmak tzere, f(t) = e'“t sintizoidal giris sinyalinin P(iw) # 0 igcin W (w) =
1/P(iw) oldugunu gosteriniz. (P(iw) = 0 rezonansa karsilk gelir.)
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P (D) nin bir W sag tersi kesin bicimde tanimli degildir. Clink(, P(D)y = f denkleminin
¢oziimii tek degildir. W cogu kez, baslangig deger problemleri igin y(0) = --- = y™~D(0) = 0
seklinde sifir baslangic kosullari altinda tanimlanir.

Daha genis bir giris ve ¢ikis fonksiyonlar sinifini onlarin Laplace donistimleri ile
karakterize edebiliriz. Bu dogal bicimde transfer fonksiyonunu (onun Laplace dénisiimin)
verir. Gergekten, f € E ise P(D)y = f in denge ¢6zimu, W (s) = 1/P(s) transfer fonksiyonu
olmak tzere,

(24.2) P(s)Y(s) = F(s)veyaY(s) = W(s)F(s)
denklemini saglar.
Yukaridaki ikinci denklem
(cikis) = (transfer fonksiyonu) X (giris)
oldugunu soyler, ancak ¢arpma islemi s-bélgesindedir.

(24.2) nin 6nemli bir avantaji keyfi f € E i¢in gecerli olmasidir. Transfer fonksiyonunun bu
genisletilmis kapsami frekans bolgesinde ¢alismanin avantajlarindan biridir.

Uygulama: Geri besleme. Transfer fonksiyonu iki ya da daha fazla sistemin, bir sistemin ¢ikisi
digerinin girisi olacak sekilde baglandigi zamanlarda yararlidir.

En basit haliyle Sekil 24.2 deki Ustteki sistemi ele alalim.

wo VW

Sekil 24.2.

Art arda baglanmis sistem

y1 = Wi(s)yo, y2 = Wy (s)y,

seklinde tanimlanir. Buradan,

V2 = Wyo(s)Wi(s)yo
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olur. Yani Sekil 24.2 deki Ustte verilen sistem altta verilen sisteme denktir. Tim sistemin
transfer fonksiyonu ayri ayri transfer fonksiyonlarinin garpimidir.

Daha karmasik bir sistem Sekil 24.3'te gosterilmistir.

1 - Ya
Yo W, ] -

T {.1 — I'[']H'-_:)"'H] —i’r_;

Sekil 24.3.

Burada temel sistem W, transfer fonksiyonuna sahip sisteme ve W, transfer
fonksiyonuna sahip sistem W, sistemi icin geri besleme saglamaktadir. Bu nedenle, W; igin
toplam giris

Y1 = Yo + W7 (s)y,
olur. Ote yandan,
V2 = Wi(s)y,
olarak tanimlanmaktadir. y;'i yok edersek, toplam sistem igin
-1
V2 = Wy () (o + W2 (8)y2), Y2 = (1 - W1(S)W2(S)) Wi (s)yo
buluruz. Bu nedenle, Ustteki sistem, transfer fonksiyonu
-1
(1= Wi(IW(s)) Wi(s)

olan alttaki sisteme denktir.

Uygulama:Tanilama. Tanilama probleminde, bilinen bir giris koyarsiniz, ¢ikisi dlcersiniz ve
diferensiyel denklemdeki parametreleri belirlersiniz. Deneysel bilimlerin ortak bakis acisina
gore, bilinen bir girise gore sistemin tepkisi 6lctldikten sonra, bu cikisi ireten mekanizmayi
kesfetmeye calisabiliriz.
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incelenen sistem P(D)y = f seklinde oldugunda, diferansiyel operatériin karakteristik
polinomu, yani P(D) operatort, W(s) = 1/P(s) transfer fonksiyonuyla belirlenir. Béylece,
tanilama problemi transfer fonksiyonunu bulma problemine indirgenir.

Cikisin birim impuls f(t) = §(t) oldugu en basit durumda, F(s) = 1 ve y(s) = W(s)
dir. Buna karsilik gelen y(t) fonksiyonuna birim impuls tepkisi denir. Baska bir deyisle, birim
impuls tepkisi transfer fonksiyonunudur.

Cikisin f(t) = h(t) birim basamak fonksiyonu oldugu baska bir basit durumda,
F(s) =1/s ve

W(s)

Y(s) = .

bulunur. Karsilik gelen y(t) fonksiyonuna birim basamak tepkisi denir.

Ornek 24.1 P(D) = D? + aD + bl ve birim impuls tepkisi y(t) = e?'sint, t > 0 veriliyor. a
ve b sabitlerini bulunuz.

COzUM. Bu durumda, L[e?!sint] = W(s) =
a=4,b=>5dir.

olur. L[e?tsint] = Bu nedenle,

s2+as+b (s—2)2+41°

Kutup diyagrami. Sistemin tepkisini agik olarak hesaplamaksizin sistem hakkinda bilgi edinmede
oldugu gibi; Laplace donlsiminin asil giicl, sadece sistemlere tepkileri acik olarak hesaplayan
algoritmalarda degildir. F(s) deki s degiskeninin karmasik sayilar kiimesi Gizerinde degistigini
distinmek daha anlamhdir.

Karmasik analizde, s € C olmak Uzere, eger (s — z)"F(s) fonksiyonu s = z de
holomorfik ise, F(s) fonksiyonuna z noktasinda bir kutba sahiptir denir. Buradaki en kiiglik n
sayisl kutbun basamagi olarak adlandirilir. n = 1 ise, kutup noktasina bir basit kutup denir.

Basit bir 6rnek, z sabit bir karmasik sayisi olmak tizere, F(s) = 1/(s — z) dir. Bu
fonksiyonun bayukliga (boyu) 1/|s — z|, karmasik diizlemde reel-degerli bir fonksiyondur ve
grafigi karmasik dizlem yukarisinda, s noktasindaki ytiksekligi 1/|s — z| olan, bir ylizeydir. Bu
yuzey, karmasik diizlemde, yliksekligi z ye olan uzakligin tersi olan bir cadira (Sekil 24.4)
benzemektedir. Grafik sanki s = z de bir ¢cadirin tepe noktasina takili kalmis gibi, s — z iken
hiperbol gibi stiplrilerek sonsuza gider.
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Sekil 24.4. 1/(s — z) nin grafigi.

Sadece basit kutuplari olan bir rasyonel fonksiyon F(s),

wq W
4+t
S—2Z S — Zy

F(s) =p(s) +
seklinde basit kesirlere ayrilabilir. Burada p(s) bir polinom, z;, w; € C; z; (basit) kutuplar ve
w; = lims_,zj(s — z;)F (s), z; kutbunun rezidiisiidiir. Ornegin,

1 1/5  (=1+20)/10  (-1-2i)/10
s3+52—2_s—1+ s—=(=1+19) * s—(-1-1)

yazilabilir.
F(s) karmasik fonksiyonunun kutup diyagrami, izerinde F(s) nin kutuplarinin

isaretlendigi karmasik diizlemdir. Ornegin, s3—s+—2 nin kutup diyagrami asagidaki gibidir.

-1+
.

—1—4

Sekil 24.5. @ nin kutup diyagrami

F(s) in kutup diyagrami bize f(t) nin uzun zaman davranisi hakkinda bilgi verir.
(ilgilendigimiz Laplace déniisiimleri genelde basit kutuplari olan rasyonel fonksiyonlardir. Ancak,
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fonksiyonlar her zaman rasyonel degildir; §(t — ¢) fonksiyonunun Laplace donlisimi e ~5¢ bir
tam fonksiyondur.)

Bunu gérmek igin, a, b € R ve ¢ # 0 olmak Uzere, asagidaki fonksiyonlari ele alalim.

ce™ %S c 1—e™%

, F = b
s—1 3(5) s—1+ S

RO = R()=

—as

Bu fonksiyonlarin tG¢iiniin de s = 1 de bir kutbu vardir. (s = 0 iken1 — e = O olurve

F5 deKi ikinci terimin paydasindaki s ile sadelesir.)
a = 0 kabul edelim. Yukaridaki fonksiyonlar, sirasiyla,
fi(®) = cet, fo(t) = ch(t — a)et™ 4, f3(t) = ch(t — a)et + bh(t — a)

fonksiyonlarinin Laplace dénusiimleridir. Bu fonksiyonlar, t nin biiyiik degerleri igin ¢ nin
katlari gibi davranir. Hatta s = 1 deki rezidliye bakarak katin ne kadar oldugunu bile
soyleyebilirsiniz.

Simdi

c(s—a) chb

Fi(s) = Goa)?+b?’ Fy(s) = Goa)2+b?

fonksiyonlarini géz 6niine alalim. Bunlars = a + ib de kutuplari olan

f1(t) = ce® cos bt, fo(t) = ce? sin bt

fonksiyonlarinin Laplace donistmleridir. Kutbun reel kismi maksimum buyukllkteki uzun
zaman davranisini, sanal kismi ise buylk t degerleri icin salinim frekansini belirler. Kutup
diyagrami yine kiictik t degerleri icin fonksiyon hakkinda bir sey séylemez.

Yukaridaki gézlemi birlestirip

_1/5  (-1+420)/10 (—1-20)/10
S3+52—2_s—1+s—(—1+i) s—(-1-1)°

F(s) =

fonksiyonunu inceleyelim. F(s), s =1, s = —1 £ i de kutuplara sahiptir. f(t) ters
dénusiminiin et gibi davranan (s = 1 kutbuna karsilik gelen) bir terimi ve e~t cos t gibi
davranan (faz kaymalarina kadar) bir diger terimi vardir. t blyik oldugu zaman en sagdaki
kutuptan (reel kismi en biiylk kutup) kaynaklanan terim, f(t) nin davranisinda baskin olur.
Gergekten,

“1420 e D122y,

(O =ge'+
f)=ze 10 10
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fonksiyonu buyilk t degerleri igin iet gibi davranir.

Ozetlersek, F(s) nin en sagdaki kutuplarinin pozisyonu t > 1 icin f(t) fonksiyonunun
genel davranisini belierler. En sagdaki kutup a + bi ise, f(t) kabaca e @+t pin bir kati gibi
davranacaktir. Yani, e* gibi artar veya azalir, cos bt gibi salinim yapar.
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