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18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 23

DERS 23. DIRAC DISTRIBUSYONU

impuls sinyaller: Dirac'in diisiincesi. a > 0 kiiciik bir reel sayi olsun. f,(t), [0,a) araligi disinda
Ozdes olarak sifir ve

[0 fult)dt = f fu(O)dt # 0

ozelligine sahip bir fonksiyon olsun. Eger integralin sonucu c¢ok kicik degilse, bu durumda
f.(t),[0,a] araliginda oldukga blyiik degerler almalidir ve bu nedenle fonksiyon bir impuls
davranisini tanimlar. Bir “impuls fonksiyonu” ¢ok kisa bir siire devam eden fakat biyuk bir etki
olusturan bir sinyali temsil eder. Fiziksel durum, bir iletken tel (izerine bir yildirimin ¢arpmasi ya
da bir mekanik sistem Gzerindeki gekic darbesi ile 6rneklendirilebilir.

Sekil 23.1. Tipik bir impuls fonksiyon grafigi.

1930 lu yillarin basinda, Nobel 6dulla fizikgi P.A.M. Dirac, ilk olarak impuls
fonksiyonlarla islem yapmak icin tartismali bir ydntem gelistirdi. a — 0% olsun. f,(t)/
(J fo(®)dt) fonksiyonu, t # 0 igin sifir degerini alan ve sifiri igeren bir aralik Gizerindeki
integrali 1 olan diyelim ki bir &6(t) ye yaklagsin. Bu §(t) ye Dirac delta fonksiyonu denir.

Dirac delta fonksiyonunu tanimlamak igin, a > 0 olmak lzere

1/a, t € [0,a)

fa(8) = { 0, t ¢ [0,0)

olsun. fjooofa(t)dt = foafa(t) dt = 1 kolayca gérulir.
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l/a

Sekil 23.2. f,(t) nin grafigi

Eger a — 07 igin f,(t) » &(t) ise,

(23.1) e
t #0icins(t) =0 ve j d(t)dt =1

dir. (Bu, temel diferansiyel denklemler kitaplarinda ¢ogu kez &(t) nin tanimidir)

a— 07 igin
a 1 1 —sa
—e
Lf(O} =] e —dt=——>1
(Fa®) = [ et ode==——

0
oldugu kolaylkla gorilir. Bu anlamda, §(t) igin
(23.2) L{6()} =1

yazilir.

Siradan higbir fonksiyonun (23.1) 6zelligine sahip olmadigini ifade edelim. §(t) her
neyse, t nin bir fonksiyonu degildir. Bununla birlikte, Dirac, §(t) yi bir fonksiyonmus gibi alarak
dogru sonuglar elde edilecegini sdylemistir.

1940 yilinin sonlarinda, Fransiz matematikgi Laurent Schwartz1l delta fonksiyonunu kesin bir
matematiksel temel Gzerinde oturtmayi basardi. Schwartz, tim fonksiyonlar sinifini delta
fonksiyonunu icerecek sekilde distribisyonlar sinifi denilen sinifa genisleterek bunu
basarmistir.

1 Laurent Schwartz'a 1950 yilinda distriblisyonlar teorisi icadi icin Fields 6dili (Nobel
oduliiniin matematikteki esdegeri) verildi.
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Burada, ilk 6nce (23.1) de verilen §(t) nin kullanishligini kesfedecegiz ve daha sonra
matematiksel anlamini verecegiz.

Ornekler.

y'+y=46(t), y(0)=y'(0)=0

baslangi¢ deger problemini gbz 6niline alalim. Laplace donlisimi alinirsa

1 :
Ly = 11 y(t) = h(t)sint

elde edilir. Burada (23.2) yi kullandik.

y ¢6zUmi (—o0,00) araliginda siireklidir ve t = 0 harig her yerde diferansiyel denklemi
saglar. Bununla birlikte, ¢6ziim t = 0 da ne denklemi ne de baslangi¢ kosullarini saglar.t = 0
noktasinda tirevlenebilir bile degildir. Gercekten y'(0*) = 1 ve y'(07) = 0 dir. Birim impuls
sinyali 6(t), t = 0day’'(t) de 1 buytklGgunde bir sigrama uretir.

Simdi

1/a, t €[0,a)

0, tel0a)’ y(0) =y'(0) =0

y'+y=fa(®) ={

problemini gbz 6nline alalim. Buradaki f, (t) fonksiyonunu

1
fal®) = = (h(®) = h(t = @)
seklinde yazariz.

Laplace donltisim alinirsa

1 11-e@
T s241a S

Ly

elde edilir. Boylece,

y.(t) = %h(t)(l —cost) — %h(t —a)(1—cos(t —a))

(G Ev-ric-sa | Sayfa 4 www.acikders.org.tr



18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 23

(0, t € (—0,0]
| 1—cost

4 S0t t € (0,0)

| cos(t—a)—cost

\ ¢ a) . el

elde edilir. a —» 07 icin, ikinci aralik (0, a] kaybolur; t¢ilincii [a,0) araligi ise [0,00) ve bu
araliktaki fonksiyon da sin t olur. Diger bir ifadeyle, a = 07 icin y, (t) ¢6ziimii daha énce &(t)
ile elde edilmis olan ¢ézimiin aynisini verir. §(t) nin (23.1) ve (23.2) deki gibi kritik olmayan
kullanimi, klasik limite gecilerek elde edilen dogru sonucu vermektedir. Ustelik, klasik metot
¢ok daha zordur. §(t) nin yarari burada ortaya ¢gikmaktadir.

Son olarak
y"+2y' +2y=46(t), y(0)=vy'(0)=0

problemini g6z 6nline alalim. Laplace donlisiimi uygulanirsa

1 1

= ) t :ht —t gj t
s2+2s+2 (s—1)2+1 y(t) = h(t)e " sin

Ly =

elde edilir. Bu 6rnek, kalici bir etkiye sebep olan impuls sinyallerinin bir diger 6zelligini gosterir.

— [D*+2D+2| = N

Giris

Sekil 23.3. impuls sinyallerin etkisi

Distribiisyonlar Teorisi. Dersimizi Laurent Schwartz'in bir bakterinin ¢ok kisa bir dahice tanimi
ile tamamlayalim.

Bir fonksiyon, her t noktasindaki degerinin verilmesiyle karakterize edilir. Bir § (t)
distribiisyonu, t deki degeri ile degil, test fonksiyonlari olarak bilinen uygun bir ¢ fonksiyonlar
sinifi Gzerindeki §{¢} degerlerinin verilmesiyle karakterize edilir. Test fonksiyonlarinin her
mertebeden tlreve sahip olduklari ve sonlu bir araligin disinda sifir degerini aldiklari
varsayllmistir.
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Herhangi bir test fonksiyonu ¢ igin, § fonksiyonunu

(23.3) 0
f 5®)$(D)dt = $(0)

olarak tanimlayalim. Burada, §(t) nin bir t noktasindaki degerinden konusamayacagimizi
belirtelim. Yegane anlamli nicelik ffooo S(t)p(t)dt dir. §(t) distriblisyonu asla tek bagina

kullanilamaz, ancak fonksiyonlarla birlikte kullanilir.

Eger & (t) bir fonksiyon ve (23.3) deki integral de alisiimis bir integral olsaydi, bu
durumda bir degisken degisimiyle

f §(t — O)p(t)dt = f S(®)p(t + c)dt

olurdu. (23.3) kullanilirsa, ikinci taraftaki integral, ¢(t + ¢) nin t = 0 noktasindaki degerini
verir, yani ¢(c) dir. Simdi bu degeri birinci taraftaki integralin tanimi olarak alabiliriz. Boylece,
&(t — c), herhangi bir ¢ test fonksiyonu igin,

j 5t — )P(D)dt = d(c)

olarak tanimlanir.

Benzer sekilde, 6’ (t) surekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olsaydi, kismi integrasyon
formdla

JS’(t)(]b(t)dt:— JS(t)cp’(t)dt

esitligini verirdi. (23.3) kullanilirsa, ikinci taraf —¢’(0) olur, ve bu deger §'(t) vi, ¢ herhangi
test fonksiyonu olmak Uzere,

o)

[ s @o@ac=-¢'©

—00

seklinde tanimlar. Benzer diisiinceyle, s (t) fonksiyonu, ¢ herhangi bir test fonksiyonu olmak
Uzere,
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[ 5@ st =10
olarak tanimlanir.
a < b igin,
b co
f 5(t —c)p(t)dt = f (h(t —a) —h(t — b))8(t — c)p() dt = {d)g)’ CC; [[Zg]]

seklinde tanimlayalim.

—st

s bir sabit olmak Gzere, ¢(t) = e™5" segimiile

o)

_ _ Cstere _ (e7®¢, c=0
L{5(t c)}—fe S(t s)dt—{0 ' c<0

0

elde ederiz. ¢ = 0 oldugunda yukaridaki esitlik, (23.2) ile gakisan L{5(t)} = 1 formuluna verir.

Bunlarin hepsi tanimdir, ancak tartismalar bu tanimlarin analizin bilinen kurallari ile
uyumlu oldugunu gostermektedir. §(t) bir fonksiyon olmamasina ragmen, nigin t reel
degiskenin bir fonksiyonu gibi ele alinabileceginin sebebi budur.

Son olarak, t < 0, i¢in y(t) = 0vet > 0igin y'(t) = §(t) oldugunu varsayalim.
Laplace donusimu sLy = 1 esitligini 6nerir ve buradan y(t), belki sadece t = 0 diginda h(t)
Heavisade fonksiyonu ile ayni olur. (Problemin ne fizigi ne de matematigi t = 0 da aciktir). Bu
anlamda

h'(t) = 6(t)

dir.
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