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DERS 2. TEMEL PRENSIPLER

Lineerlik. Eger bir L (diferansiyel) operatéri L nin tanim bolgesindeki her u, v elemani ve her
1, Cyskalerleriigin

(2.1) L(ciu+ cyv) = ¢ L(u) + ¢, L(v)

dzelligine sahipse, L operatdriine lineerdir denir. Ornegin, Ly = y' + p(x)y biciminde tanimh L
diferansiyel operatori lineerdir. Burada, p(x), I agik araliginda tanimli ve L nin tanim bolgesi, I
araliginda turevlenebilir fonksiyonlardir.

Lineer operatorlerin 6nemi asagidaki 6zellikte yatmaktadir.
Siiperpozisyon Prensibi. L bir lineer operatér ise, Lu = f ve Lv = g oldugunda
L(cqu+ cyv) =1 f +c29
dir.

ispat aciktir ve alistirma olarak birakilmistir.

Ornek 2.1.

Ly=y"+y
olsun. L(sinx) = 0ve L(cosx) = 0 asikardir. Bu durumda, stperpozisyon kural, herhangi
c1,Cy sabitleri igcin y =c;cosx + c,sinx  fonksiyonunun Ly = 0 denklemini sagladigini
gosterir. Boylece, y' + y = 0 denkleminin iki parametreli ¢bztimler ailesini elde ederiz.

Ornek 2.2.

Ly=y'—2y
olsun. Deneyerek, L(1) = —2,L(e%*) = 3e5%,L(e?*) = 0 elde edilir. Stiperpozisyon ilkesi, ¢
herhangi bir sabit olmak izere, y = —4 + 2e°* + ce?*, Ly = 8 + 6e5* fonksiyonunun bir
¢6z0im oldugunu gosterir.

Alistirma. (Tamamlayici Céziim ilkesi). L bir lineer operatér olsun. u, Lu = f denkleminin bir
¢6zimi ve v de Ly = 0 denkleminin bir ¢6zimi ise, y = u + v nin Ly = f denkleminin bir
¢O6zUimi oldugunu gosteriniz.
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Varlik ve Teklik. Fizik ve mihendislikten bir problem diferansiyel denklemler cinsinden ifade
edildiginde, istenilen ¢ézimiin mevcut ve tek olmasi gereklidir. Bunlar sirasiyla varlik ve teklik
konularidir. iki konu arasindaki fark: teklik en fazla bir ¢c6ziimiin olabilecegini teyit ederken varlik
en az bir ¢c6zimin mevcut oldugunu teyit eder.

Bu derste, varlik teorisini 6nemsiz gormeyerek, pek ¢ok diferansiyel denklemi, diyelim
ki, 3-5 ondalik kesir dogru yaklasiklikla bilgisayarlarla ¢6zmek kolaydir. (Bir kisinin agik olarak
¢cOzebildigi 6zel bir diferansiyel denklem sinifi igin varlik konusu bitmistir.) Diger taraftan, teklik
teorik bir konudur ve yalnizca analitik kanitlar yoluyla ¢alisilabilir.

Bunu uygun bicimde ifade etmek icin

y'"+y=0 y(0)=0, y'(0)=1

ile verilen bir fiziksel sistemi inceleyelim. y = sinx in bir ¢6ziim oldugu kolaylikla gérulebilir;
varlik problemi yoktur. Bu 6zel ¢6zim bir salinim davranisini tanimlar, ve sistemin salinimli bir
hareketi oldugunu sdylemek ikna edicidir. Ancak, teklik konusu stipheliyken, benzer bir yargiya
varamayiz.

Aslinda teklik bozulabilir.

y'+y=0, y(0)=0=y(m)

problemini géz online alalim. y = sinx bir ¢6zimdur ve varlk asikardir. Fakat, herhangi A €
Rve k € Z igin y = Asinkx de ¢ozlimdir. O halde, sonsuz sayida ¢6zim vardir. Bu sistem
yukaridaki gibi ikinci mertebeden basit bir diferansiyel denklem ve basit iki yan kosuldan
olusmaktadir. Gergekten, sistem asili bir sicimin kilgclik salimlarini ifade eden miikemmel bir
fiziksel sistemdir.

Tekligin bozulmasin bir diger 6rnegini verelim.
Ornek 2.3.
(2.2) y' =3y*3

denklemini gbz 6niine alalim. ¢ bir sabit olmak zere, y = (x — ¢)® in denklemin ¢dziimii
oldugu aciktir. Ancak, baska ¢6ziimler de vardir. Gergekten y = 0 denklemin bir ¢dzimuddur.
Ustelik herhangi a < b icin grafigi asagida cizilen

(x —a)3, x<a
y(x) = 0, a<x<bhb
(x — b)3, x=>b

Sayfa 3 www.acikders.org.tr



18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 2

fonksiyonu (2.2) denkleminin bir ¢cozimuddr.

Sekil 2.1. (2.1) in ¢oztmleri

Boylece, (2.2) denklemi, a ve b ye bagli iki parametreli ¢6ziim ailesine sahiptir.

Tekligin bozulmasi her zaman koti degildir. Cozimiin, muhtemelen tek ¢ézimdin,
birden fazla ¢6ziime ayrildigi noktaya dallanma noktasi denir. Bu tip noktalarda sistemin kalitatif
davranisinda ani degisiklik meydana gelir. Dallanma, tekligin bozuldugu 6zel bir haldir ve
uygulamada énemlidir. Ornegin,

(2.3) y'=(a—-c)y—by3 b>0

denklemini géz 6niine alahm. Burada, b ve c ye sabit, a ya da parametre olarak bakalim. Eger
a < cisey = 0 diferansiyel denklemin tek sabit ¢ézimudur. Fakat, a > c ise denkleminy = 0

¢oziimineilaveten y = +./(a — ¢)/b iki sabit (duragan) ¢dziimi daha vardir. Diger bir deyisle,
a = c de asikar sabit ¢c6ziimden asikar olmayan sabit ¢oziimler dallanmistir. Bu durumda a = ¢
bir dallanma noktasidir.

Simdi bir temel teklik teoremi verelim.

Teorem 2.4 (Bir teklik teoremi). Eger f () fonksiyonu (x,y) dizlemindeki bir R bélgesinde
stirekli tiirevlenebilir, sinirli ve ek olarak ' tiirevi de R bélgesinde sinirli ise, herhangi bir
(%0, Yo) € R noktast igin

y' =f)
denkleminin y(x,) = y, kosulunu saglayan en fazla bir ¢6ziimi vardir.

ispat ileride daha genel bir durum igin verilecektir.
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Uyari. Eger f(y) = 3y?/3 ise, y = 0" iceren bir bolgede f'(y) = 2y~/3 sinirli degildir ve bu

durum teoremin kosullari ile ¢elismez.

Alistirma. (2.2) nin ¢dziim egrilerinin, x ekseni ve y = x3 egrileri arasindaki bélgeyi tamamen
doldurdugunu gosteriniz. Yani, bu bolgedeki herhangi bir (x,, yo) noktasiigin (2.1) in
y(xy) = yo kosulunu saglayan bir ¢ozima vardir.

Kalitatif Davranis. % = f(y), ¢6zim egrisi Uzerindeki herhangi bir noktada y = ¢(x)

¢O6zimiinlin egimini ve diferansiyel denklemi ¢c6zmeksizin sistemin bir kalitatif davranisini verir.
(24) V=0-D-D -9 =11

denklemini goz 6nuine alalim. f(y) nin grafigi agsagida verilmektedir.

Paiiin. ¥ : >
/1 2\/4
Sekil 2.3.f(y) nin grafigi.

(2.4) denkleminin y = 1,2 ve 4 sabit (duragan) ¢dziimlerine sahip oldugu kolaylikla
gordulebilir. Bu sabit ¢oziimlerde f(y) = 0 ve buradan y' = 0 dir. Bu nedenle, ¢6ziim egrileri
yatay dogrulardir.

Simdi f(y) nin isaretinden (2.4) denkleminin sabit olmayan ¢éziimlerinin davranisini
inceleyelim. Eger y < 1ise, f(y) negatiftir ve ¢dziimler azalan fonksiyonlardir. Bu, ¢dziimlerin
y = 1 den uzaklagmasi anlamina gelir. Benzer sekilde, eger 1 < y < 2 ise f(y) pozitiftir, ve
¢o6zimler y = 1 den uzaklasir y = 2 ye dogru yaklasirlar. Eger 2 < y < 4 ise, ¢bzimler y =
2 ye yaklasmakta, y = 4 den uzaklagmaktadir. Son olarak, eger y > 4 ise, ¢oziimler y = 4 den
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uzaklasirlar. Bu sebeplerden dolayi, y = 2 ¢6zimiiniin kararl, y = 1 ve 4 ¢éziimlerinin kararsiz
oldugunu soyleriz. Cozim egrileri asagidaki sekilde gizilmistir.

Sekil 2.4. (2.4) Gn kalitatif davranisi

Burada kararlilik/kararsizligin sezgisel tanimlarini kullandik. Kesin tanimlar daha sonra
verilecektir.

Daha karisik

d
d_ic/ =0+ -D*O -3¢ -5°=g90)

denklemini goz 6ntine alalim. g(y) nin grafigi ve isareti asagidaki sekilde belirtilmistir.
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Sekil 2.5. g(¥) nin grafigi ve isaret degisimi
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Daha 6nce yaptigimiza benzer bir argimanla, y = 2 kararli iken, y = —1, 3 ¢dzlimlerinin
kararsiz oldugunu soyleriz. y = 0, 5 sabit ¢dziimlerinin de yari kararli oldugunu soyleyebiliriz.
Cinki, y = 0 yaday = 5in bir tarafinda birbirine komsu ¢6ziimler sabit ¢oziimlere
yaklasmakta fakat diger tarafinda uzaklasmaktadirlar.
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