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BOLUM 5. LAPLACE DONUSUMU

Laplace donisimi yontemi, baslangic deger probleminin genel ¢ozimiiniin bulunmasi
ve sonrasinda keyfi sabitlerin hesaplanmasina girmeden ¢6ziimiin elde edilmesine olanak
saglar. Metot, ozellikle stireksiz girisli (bir anahtarin kapanmasi gibi) ve ani girisli problemlerde
faydalidir. Konvolusyon olarak bilinen integral ifadesi, frekans boélgesinden (s-bdlgesi) zaman
bolgesine (t-bolgesine) kolay gegise izin verir ve bizi zaman boélgesindeki agik ¢oziimlere
ulastirir. Mihendislikte, transfer fonksiyonu ve kutup (pole) diyagrami kavramlarina ilgi
devam etmektedir.

DERS 19. LAPLACE DONUSUMU

[0, 00) araliginda tanimli bir f fonksiyonunun Laplace donlisimi

(19.1)

0 T
FE) = LIFOI6) = | er(ode = Jim | e e
0

0
limitin mevcut oldugu s ler igin tanimli F(s) fonksiyonudur. Tanima gore, s > s, oldugunda
limit mevcut olacak sekilde f fonksiyonuna bagli bir s, vardir. s parametresi genel olarak
karmasik bir sayi olarak degerlendirilir, ancak bu derslerimizde s parametresi reel sayi olarak
alinmaktadir.

Pierre-Simon Laplace olasilik teorisi lizerindeki calismalarinda bu dontisiimini
kullandigindan, onu onurlandirmak icin Laplace donilisimi onun adiyla anilmaktadir.

Ornek 19.1.
T —sT 1
1—e _
lim | e~stdt = lim ——— =15’ ° >0
T—co 0 T—co S ©, s < 0

dir. s = 0 durumunda integralin degeri T dir ve T — oo igin integral o a gider. Bu L[f (t)](s) =

i, s > 0 oldugunu gosterir.

Ornek 19.2. Bir a reel sabiti icin
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T e (a=s)T _ 1 1

lim | e Sfe%dt = lim ———— ={3_ ¢4
T—o 0 T—oo a—sS 0 s<a

)

, S>a

dir. Buradan s > aicin L[e®](s) = ﬁ olur. Eger a karmasik say! ise, benzer hesaplama

s > Re aicin L[e*](s) = ﬁ oldugunu gosterir
Alistirma. (19.1) formliind kullanarak L[cos bt] ve L[sin bt] yi hesaplayiniz.

s
ve ——
52+b? 52+b?

YANIT.

Burada, Laplace dontisimd igin iki gdsterim kullanilacaktir. Birinci gésterimde bir f
fonksiyonu ile onun F déniisiimii arasindaki iliski kiigiik harfle ve biiyiik harfle gésterilir. ikinci
gosterimde f nin Laplace dontsimi, £ Laplace donlisiim operatori olmak Gzere, Lf ile
gosterilir.

Bir donlisiim olarak £, lineerdir. Yani, her ¢, c,sabiti ve Laplace donlisiimleri mevcut her
f1 ve f, fonksiyonu igin

Llc f1(®) + c2f2(D] = c1 LIf1] + . L[f>]
dir.

Ustel tip(ten) fonksiyonlar. Belirtelim ki f(t), t € [0, ) araliginda tanimli olmasina ragmen
onun Laplace déniisimii genellikle farkl bir aralikta tanimhdir. Ornegin, et nin Laplace
donusimu sadece s € (2, ) igin tanimlidir. Bu, (19.1) integralinin, genel olarak, yeterince
blyik s ler icin mevcut olacagi icindir.

(19.1) tanimi ile ilgili oldukga ciddi bir zorluk s nin higbir degeri igin integralin mevcut

olmayabilecegidir. Ornegin, f(t) = et’ fonksiyonunun Laplace dontisimu mevcut degildir. Bir f
fonksiyonunun Laplace dontisiminiin varligini en azindan s € (s, @) araliginda garanti etmek
igin, f(t) Uzerine bazi kogullar yukleriz.

Tanim. Bir reel ya da karmasik degerli f fonksiyonuna asagidaki kosullari sagliyorsa Ustel
tiptendir denir ve f € E ile gosterilir:

(i) f fonksiyonu her T > 0 igin [0, T] araliginda tanimli ve pargal sureklidir, yani f sonlu
sayidaki nokta disinda stireklidir;
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(i) 1f(t)| < AePt esitsizligi f fonksiyonuna bagh bazi A,B sabitleri ve her t € [0, ) igin
saglanir.

Onerme 19.3. f € E ise, f nin Laplace déniisiimii yeterince biiyiik tiim s ler icin mevcuttur.

Ispat. f(t) parcali sirekli oldugundan fOTe_Stf(t)dt integrali her T igin mevcuttur. Bu

integralin T — oo limitinin varligini gostermek igin

T

T
f e St f()|dt < f e StAeBtdt < ,
0 0 s—B

s>B

olduguna dikkat edelim. Bundan dolayi1, s > B igin f(t) nin Laplace donlisiimi mevcuttur.

Diferensiyel denklemlerin ¢éziimii. Diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde Laplace dénisimu
kullanmanin esas yarari, f'(t) ile f(t) nin Laplace donusiimlerinin ¢ok yakindan iliskili olmasi
gercegi altinda yatmaktadir. Asagidaki 6nemli Lemma bununla ilgilidir.

Lemma 19.4. Eger, f, [0, ) araliginda surekli ve f' € E ise, bu durumda f € E ve

(19.2) LIfF'O1(s) = sLIfF(D)](s) = f(0)

dir.

Ispat. Kismi integrasyon islemi uygulanirsa

(19.3) fT
0

T

e Stf'(t)dt = [e™StF()]F + sf e Stf(t)dt

0

elde edilir. f € E ve teoremin varsayimlari altinda kismi integrasyonun gegerliliginin ispati 6dev
olarak birakilmistir. Eger, |f(t)| < AeBt ve s = B + 1 ise, (19.3) tin ikinci yanindaki ilk terim T
st limitinde

|e—STf(T)| < e(B+1)TAeBT — Ae—T

1 Burada, f(t) pargali suirekli ise fomf(t)dt integralinin varligi ile fomlf(t)l dt integralinin varhginin esdeger

oldugu kalkuliis gercegini kullaniyoruz.
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esitsizligini saglar ve T — oo icin sifira gider. Bu nedenle, (19.3) te T — oo icgin limit islemi iddiayi
kanitlar.

Alistirma.

(194) LM ®](s) = s"LIF(DI(s) = s™ 7 f(0) — = F*71(0)

oldugunu gosteriniz.

GOz 6nine alinan diferansiyel denklemler k = 1,2, ... olmak lzere ctket bicimindeki
fonksiyonlarin toplamindan olusan y ¢éziimlerine sahiptir. Bu nedenle, hem ¢éziimler hem de
tlrevleri Lemma 19.4 (in hipotezlerini saglar. Dolayisiyla,

Ly" =sLy —y(0)

dir. Bu baginti, y ye gore bir diferensiyel denkleme ait baslangi¢ deger problemini, ¢gdzmek igin
daha kolay olan, Ly ye gore bir cebirsel denkleme doniistirmemizi miimkuin kilar. Teori, seklini
ingiliz miihendis Oliver Heaviside tarafindan gelistirilen sembolik bir ydntemden alir.

Bir 6rnek olarak
y—y=e, y0)=1

baslangic deger problemini géz 6niline alalim. Laplace donisimi alinirsa

Ly — Ly =Let vyada sLy—l—Lyzﬁ

1

(s—1)2
yi bulmak icin, bicimsel olarak £~ ile gdsterilen ters Laplace déniisiimiine basvurmaliyiz. Nasil

olur. Buradan, Ly = + s—% dir. Bu bize y(t) ¢6zimunin Laplace déntsimin verir. y(t)

ki Ly (19.1) yardimiyla y(t) cinsinden agik olarak ifade ediliyor, y(t) yi de Ly cinsinden bir
acitk formil2 ile yazabiliriz. Bununla birlikte, bu formil bir karmasik degiskene gore integral

2 Fourier-Mellin integrali olarak adlandirilan formdl.
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icerir ve bu dersin kapsaminin ¢ok 6tesindedir. Bu nedenle, bu formil yerine, gelecek derste,
¢ogu Laplace dontisimiin tersini kontrol ederek yani “hangi fonksiyonlarin Laplace dontsimleri
olduklarini hatirlayarak” bulmamizi saglayacak Laplace doniisiim operatoriiniin bazi 6zelliklerini
ispatlayacagiz

Yontem asagidaki agiklamalari gerekli kilmaktadir.

Teorem 19.5 (Teklik). Eger f ve g, E sinifindan fonksiyonlar ise ve Laplace déniisiimleri
cakisiyorsa, bu durumda her iki fonksiyonun sirekli oldugu tiim t = 0 noktalarinda f(t) = g(t)
dir.

ispat bir baska bagimsiz teoreme baglidir.

Lemma 19.6. Eger q, 0 < x < 1 aralidinda stirekli ise,

1
f x"q(x)dx =0, n=0,12,... = qx)=0, 0<x<1.
0

Teorem 19.5'in ispati. f ve g Teorem 19.5 deki gibi olsun. Laplace dontsiimleri sirasiyla
U,V,W olan u, v,w fonksiyonlari

t
u@®) =f®—-g@®), v@)= f u(®dr, w(t) =e “v(t)
0

olsun. Kabulden, yeterince buyik s ler icin U(s) = 0, ve amacimiz sureklilik noktalarinda
u(t) = 0 oldugunu ispat etmektir. Buytk s lericin V(s) = @ = 0 oldugunu belirtelim. Buna

gore, eger v(t) = 0 ise tim sureklilik noktalarinda u(t) = 0 oldugu kalkultsin temel
teoreminden elde edilir. Bu nedenle, u dan ziyade stirekli v fonksiyonu ile ¢alisacagiz.

Yeterince blylik ¢ sabiti icin, Laplace dontstiimiiniin kaydirma teoremine gore, her s > 0
icin W(s) = V(s + c¢) = 0 (sadece buytk s ler i¢in degil) olur. u € E oldugundan

v € E dir, ve blyik c ler igin

1 Y+ico
£(O) = LFE)]E) = — f eSTF (s)ds

2mi ),

bicimindedir. Burada y, y > Re(sy) kosulunu saglayan reel sayi ve sp de F(s) nin bir aykiri noktasidir.
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(19.5) lim w(t) = 0

t—oo
oldugu ortaya cikar.

x = e~ ¢ degisken degisimi yapildiginda

1
e Stw(t)dt =f x5 lw(—Inx)dx

0

o

Wi(s) = f

0
elde ederiz.

_(w(=Inx), 0<x <1ic¢in
q(x) = {O ,  x=0 ic¢in

olsun. (19.5), 0 < x < 1igin g nun surekli oldugunu garanti eder. Her s = 0 igin W(s) = 0
oldugundan, s = 1,2,3, ... icin W(s) = 0 dir. Boylece, iddia Lemma 19.6 dan elde edilir. |

Lemma 19.6. nin ispati. Bir x, € (0,1) noktasinda q(x,) # 0 olsun. q(x,) > 0 oldugunu
varsayabiliriz. Streklilik

|x —xol <26 =>qx) =€

olacak sekilde €, & pozitif sabitlerini verir. m bir pozitif tamsayi olsun ve

p(x) = 1+ 462 — (x — x0)?, I = f P (1) q(0)dx
0

tanimlayalim. Binom teoreminden p™(x), x e gore bir polinomdur. Buradan hipotezler altinda
I, = 0 elde edilir.

Diger taraftan, J,,/,, /5 ler sirasiyla [0,1] nin bir parcasi olan
|x — x0]| < 6, 6 < |x—x0| <26, lx — xo| > 26
araliklarindaki integraller olmak tzere, I,,, = J; + J, + J5 dir. Bu Ug aralikta
p(x) =1+ 362, p(x) =1, lp(x)| <1
ve eger M yeterince bliylk bir sabit ise
gix) =z, qix)=e g =M

dir. Buradan
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J1= (1 +385)™5¢, J. =0, Jz3=—M
oldugu kolaylikla gorilebilir.
Birinci ifade m — oo igin oo'a gider ve bodylece I,,, = oo dir. Bu, I,,, = 0 ile gelisir. m|
Ornek 19.7. y"" + 4y = 0, y(0) = 5, y'(0) = 6 baslangi¢ deger problemini ¢6ziiniiz.
¢OzZUM. Laplace déniisiimii
s’Ly—55s—6+4Ly =0
ifadesini verir. Buradan

_55+6_5 S +3 2
T s244 Ts244 s2+4

Ly

ve y(t) = 5cos 2t + 3 sin 2t elde edilir.
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