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DERS 14. KARARLILIK

Kararlihk kavrami. Kaba bir ifadeyle, bir sistemin uzun zaman davranisi baslangi¢ kosullarina
onemli dlciide bagli degilse, sisteme kararhdir denir.

Yaylara takili bir kiitle sisteminin (sonlimli veya sénimstiz) kararh oldugu mekanigin
o6nemli bir sonucudur. Benzer sonug ag (network) teorisinde vardir. Bu dersde, p ve q sabitler
ve f(t) bir dis kuvveti temsil etmek Uzere,

(14.1) y'+py' +aqy =f()
bicimindeki diferansiyel denklemleri inceleyecegiz.
Denklemin genel ¢6zimunin
Yy=CY1+ Y2+

biciminde oldugunu 6grenmistik. Burada c; ve ¢, keyfi sabitler ve y,,, (14.1) in bir 6zel
¢6zUmuddr; ¢;y; + ¢y, tamamlayici ¢6zim, yani f(t) = 0 halindeki (14.1) homogen
denklemin genel ¢ézimuddr.

Baslangig kosullari, c; ve ¢, degerlerini belirler. Buradan, c¢; ve c,nin herhangi bir segimi
igint = oo durumunda c;y; + ¢y, — 0 oluyorsa, (14.1) sistemine kararlidir deriz.

Eger (14.1) kararliise, 0 zaman y,, ye duragan durum ¢6zimd ve ¢;y; + ¢,y ye de gegici
¢O6zUm denir. Fiziksel olarak; kararl bir sistemde cikti, gecici terim ile duragan durum teriminin
toplamidir. Gegici terim, etkisi zamanla kaybolan baslangi¢ kosullarina baghdir. Duragan terim,
sistemin f (t) girdisine uzun zaman tepkisini temsil eder.

Kararlilik kosullan. p; sabit ve

(14.3) L=D"+p, D"+ +p,_1D +p,

olmak Gizere, Ly = f denkleminin hangi kosullar altinda kararli oldugunu arastiracagiz.

Tanim 14.1. L, (14.3) de verilen operator olmak tizere, Ly = f diferansiyel denklemi,
(i) Ly = 0"'in her ¢dzimu t — oo igin sifira gidiyorsa, asimptotik kararli;

(ii) Ly = 0"'in her ¢d6zimu t — oo igin sinirli ise, kararli;
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(iii) kararh degilse, kararsiz

olarak adlandirilir.

Kararliigin, Ly = 0 homogen denkleminin ¢ézimlerinin davranisi ile ilgili oldugunu
belirtelim.

f(t) = 0 oldugu zaman, y(t) = 0 bir duragan ¢6zimdir. Bu durumda, duragan
durumdan kiigiik baslangi¢c sapmalari zaman igerisinde kiiguk kaliyorsa, sistem kararhdir.

Tanima gore, Ly = f, Ly = 0n her baz ¢6zimii t = oo icin sifira gidiyorsa asimptotik
kararh, sinirh kaliyorsa kararlidir. L nin karakteristik polinomu ve cebirin temel teoreminden,
A; € Clerin hepsi farkl ve ky + k; + --- + ky, = n olmak Uzere,

L=(D—-21)k(D—21,)k..(D—2,)kn
yazabiliriz.

Alstirma. ¢;(t), kj_1 'inci dereceden bir keyfi polinom olmak tizere, Ly = 0 homogen

denkleminin genel ¢6zimii
y(t) = c;(t)eMt + cy(t)e?2t + -+ ¢, (t)ermt

bicimindedir.

Alistirma. Eger r bir negatif olmayan bir tamsayi ve A € Cise, ReA < 0 igin
lim |tTe?t | =0

oldugunu gosteriniz.

Boylece, eger her j icin ReA; < O ise Ly = f asimptotik kararli; ReA; < 0 veya ReA; = 0
ancak k; = 1ise, Ly = f denklemi kararlidir.

Sonucu asagidaki teoremle 6zetleyelim.

Teorem 14.2. Ly = f denklemi, eder L nin karakteristik polinomunun her kékii negatif reel
kisimli ise asimptotik kararli; eder katli kkler negatif reel kisimli ve basit (katsiz) kklerin hicbiri
pozitif reel kisimli degilse kararlidir.
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Ornek 14.3. p ve q sabitler olmak lizere, ikinci mertebeden
(14.4) y'+py' +qyv=0

diferansiyel denklemi géz 6niine alalim. A= p? — 4q diskriminantinin ¢dziimlerin yapisi
hakkinda bilgi verdigini hatirlayalim; bu nedenle (14.4) kararliigi hakkinda da bilgi verir.

Eger g < 0ise A> 0 dir ve karakteristik polinom A% + pA + q = 0 zit isaretli iki reel koke
sahiptir. Bu nedenle, (14.4) kararsizdir.

Eger p < 0 ise karakteristik polinomun en az bir kdki pozitif reel kisma sahip olmak
zorundadir. Bu nedenle, (14.4) kararsizdir.

Egerp = 0 ve g > O ise, (14.4) denklemi y" 4+ qy = 0 denklemine iner. Bu nedenle,
(14.4) kararhdir fakat asimptotik kararli degildir.

Son durum olarak p > 0 veq > 0 olsun. Eger A< 0 ise karakteristik polinomun koékleri
negatif reel kisimlidir ve (14.4) asimptotik kararlidir. Eger A> 0 ise A= p? — 4q < p? ve

buradan VA< p dir. Bu nedenle, (14.4) asimptotik kararhdir.

Ozetlersek, (14.4) denkleminin asimptotik kararli olmasi icin gerek ve yeter kosul
p,q > 0 ve kararli olmasi igin gerek ve yeter kosul p = 0, g > 0 olmasidir.

Yiiksek mertebeden diferansiyel denklemlerin kararhligi. Yukaridaki érnekler, kararhlik kriterini
denklemin katsayilari cinsinden ifade eder. Bu, karakteristik polinomun koklerinin
hesaplanmasini gerektirmemesinden dolayi pratiktir.

pjler sabit olmak uzere, ylksek mertebeden
(145) y(n) + ply(n_l) + -+ pn_ly’ +pny = 0

denklemi asimptotik kararli ise, her j icin p; > 0 oldugunu géstermek cok zor degildir (6dev).
Ancak, tersi dogru degildir (6dev). (14.5) in katsayilari cinsinden bir kararhlik kriteri cikarimi icin
katsayilar daha karisik bir dizi esitsizligi saglamak zorundadir. Bu esitsizlikleri asagida ispatsiz
olarak ifade ediyoruz.

Kararlilik igin Routh-Hurwitz Kriteri. k > n igin p;, = 0 olmak tizere, (14.5) denkleminin
asimptotik kararl olmasi icin gerek ve yeter kosul
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122 1 O 0 .. O
P3 D2 pr 1 .. O
Pon-1 P2n-2 =+ = o DPn

determinantinin tim n esas mindrlerinin pozitif olmasidir; yani, Ust sol kosedeki 1,2,...,n
boyutlu alt determinantlarin, sirasiyla,

pp 1 O
P1
P1, ps Pl P3 P2 Pif,--
Ps DPs P3

pozitif olmasidir.

Alistirma.
(D* + 2D3 4+ 6D? + 5D + 2) = 260sin 2t

denklemini g6z 6niine alalim.
(a) Bir 6zel ¢6zim bulunuz. (Yanit. 11 cos 2t — 3 sin 2t)
(b) Karsilik gelen karakteristik polinomun
p(A) =A% +31+2)(A2+1+1)
seklinde carpanlarina ayrildigini ve sifirlarinin negatif reel kisima sahip oldugunu gdsteriniz.

(c)

4 1 0 O
5 6 41
0 0 0 2

determinantinin Routh-Hurwitz kriterini sagladigini gésteriniz.
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