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DERS 10. MAKSIMUM PRENSIBI

Bir fonksiyonun maksimum ve minimuma ulastigl noktalari géz onlne alarak, bir
diferansiyel denklemin ¢6zimleri hakkinda detayl bilgiye, denklemi ¢6zmeksizin, sahip
olunabilir.

Terminolojiyi gozden gecirerek baslayalim. Eger bir x noktasi bir I araliga ait fakat onun
bir u¢ noktasi degilse, x'e I araliginin bir i¢ noktasi denir. Sonlu uzunluktaki bir araliga sinirli, ug
noktalarini iceren bir araliga da kapali aralik denir. Ornegin, 1 < x < 2 araligi sinirli fakat kapali
degildir. 1 < x < 2 araligi hem sinirli ve kapalidir. x > 1 araligi ise ne sinirli ne de kapalidir.

I araliginda tanimh reel degerli bir f(x) fonksiyonuna, xo € I ve Vx €I igin
f(xo) = f(x) oluyorsa, x, noktasinda bir maksimuma sahiptir denir. Eger x,, I nin bir ig
noktasi ise x, maksimuma i¢ maksimum ve f(x,) > 0 ise maksimuma pozitif maksimum denir.
Negatif i¢c minimum benzer sekilde tanimlanir. f(x,) = f(x) esitsizligi x € ] ve x, € J olmak
Uzere sadece | c I acik alt araliginda saglaniyorsa, maksimuma yerel maksimum denir. Bundan
boyle, maksimum ve minimum terimlerini sirasiyla yerel maksimum ve yerel minimum
anlaminda kullanacagiz.

KalkulUsiin asagidaki teoremini hatirlayalim.

Teorem 10.1. Sinirli ve kapali bir aralikta tanimli reel degerli bir fonksiyon maksimum ve
minimum dederlerini bu aralikta alir.

Turevlenebilir bir f fonksiyonu  bir x; i¢ maksimum veya minimum noktasinda
f'(x0) = 0 esitligini saglar. Eger f iki kere tlrevlenebilir ise, maksimum noktada f"'(x,) < 0 ve
minimum noktada f"'(x,) = 0 ek kosulunu saglar. Boylece, iki kere tlrevlenebilir bir f
fonksiyonu bir pozitif i¢ maksimumda

(10.1) f(x0) >0, f'(x0) =0, f(x0) =0
ve negatif ic minimumda

(10.2) f(xo) >0, f'(x) =0, f"(x0) =0
kosullarini saglar.

Buradaki amacimiz bir diferansiyel denklemin ¢ozimleri hakkinda bilgi elde etmek icin
(10.1) ve (10.2) denkleminin nasil kullanildigini géstermektir. Problemin ifadesinde kapali olarak
belirtilebilecegi bir durum gibi su kabull yapalim: a < b ve y fonksiyonu a < x < b veya
a < x < o kapal arahginda surekli ve i¢ noktalarda iki kere turevlenebilirdir.
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Ornek 10.2.
y'+eXy'=(*+1)y, y@=ybh)=0
sinir deger probleminin tek ¢ézimuinin y = 0 oldugunu gosteriniz.

COzUM. Eger y dzdes olarak sifir degilse, a < ¢ < b olmak lizere bir ¢ noktasinda bir
pozitif maksimum veya bir negatif minimum olmak zorundadir. Bu noktada, y'(c) =0 ve
diferansiyel denklem

y" () = (c® + Dy(o),
olur. Boylece (10.1) ve (10.2) nin kosullari ¢eliskiye neden olur.

(10.1) ve (10.2) en genis anlamda maksimum prensibini olustururlar. Daha dar anlamda
da, “maksimum prensibi” terimi, y nin a < x < b araliginda bir kestirimini y(a) ve y(b) sinir
degerlerinden belirlemek igin kullanilir.

Ornek 10.3. y nina < x < b araliginda, |y(a)|, |y(b)| < m (m > 0 bir sabit) olmak lizere,
(cosx)? y" +x2(1—x)y' =2y
denklemini ¢6zdGgiinu kabul edelim. a < x < b igin |y(x)| < m oldugunu gosteriniz.

COzUM. Aksi halde, y vya bir pozitif ic maksimuma ya da bir negatif i¢c minimuma
sahiptir. Her bir kosul Ornek 10.2 de oldugu gibi celiskiye neden olur.

Rolle teoreminin bir sonucu olarak bir aralikta y' > 0 ise, y kuvvetli artandir. y' >0
ifadesi bir diferansiyel esitsizlige 6rnektir. Diferansiyel esitsizlikler diferansiyel denklemlerin
modern teorisinin bir ana alt alanini olusturur.

Ornek 10.4. y(0) > 0,y'(0) > 0 ve
e*y" +sinx y' —(1+x)y =0, x>0
esitsizliklerini saglayan bir y fonksiyonunun kesin artan oldugunu gosteriniz.

¢OzZUM. Aksi halde, 0 < x; < x, ve y(x;) = y(x,) olacak sekilde x; ve x, noktalar
vardir. Grafik yardimiyla, 0 < x < x, araliginin bir ¢ i¢ noktasinda y nin pozitif maksimuma
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ulastigi aciktir.  (Analitik kanit Teorem 10.1 kullanilarak verilebilir). Maksimum noktasinda
y'(c) = 0 ve diferansiyel esitsizlikten

e‘y'"(c)—(1+c)y(c) =0
elde ederiz. O zaman (10.1) geliski dogurur.

Bir y fonksiyonunun sifirr y(x) = 0 olan noktadir. Genel olarak, ikinci mertebeden bir
lineer diferansiyel denklemin bir ¢6zimi, 6zdes olarak sifir degilse, birbirine ¢ok yakin sifirlara
sahip olamaz.

Ornek 10.5. b > 0 olmak lzere, y(x),

y" +e ¥y’ = (sinx)y, x>0
y(0)=y(b)=0

sinir deger probleminin bir ¢dzimu olsun. y = 0 degilse, b > m oldugunu gosteriniz.

COZUM. b <mve 0 < x < biciny = 0olmasin. Bu durumda bir 0 < ¢ < b noktasinda
Yy nin bir pozitif maksimumu veya negatif minimumu vardir. ¢ noktasinda diferansiyel denklem
y"(c) = (sinc)y(c) olur ve (10.1) ve (10.2) ile geliskiye sebep olur. Buradan, 0 < x < b
araliginda y =0 ve dolayisiyla y'(b) =0 dir. Baslangic deger problemleri igin teklik
teoreminden y = 0 elde edilir.

Alistirma. q(x) > 0ve A < 0 ise,
w"' +Aq(x)w =0, w(a) =w(b) =0

probleminin asikar olmayan bir ¢6zimiiniin mevcut olmadigini gosteriniz.

Alstirma. w, w(0) = 0 olmak tzere,

CcosXx

e w' —x?w +x3 =0, x€ R

denkleminin bir ¢6zimi olsun. y = w — x fonksiyonunun herhangi bir x = ¢ noktasinda bir
pozitif maksimuma veya negatif minimuma sahip oldugunu gésteriniz. Ayrica, w'' ve w — x
fonksiyonlarinin ayni isaretli oldugunu gosteriniz.
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(coshx)y"” + (cosx)y' = (1 +x2)y, a<x<b
y(a) =y() =1

probleminin bir ¢6zim{ y olsun. a < x < b igin 0 < y(x) < 1 oldugunu gosteriniz.
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