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BOLUM 1: BiRINCi MERTEBEDEN DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Diferansiyel denklemlerin analizinde temel prensipleri ortaya koyacagiz. Birinci
mertebeden lineer denklemlerin ve birinci mertebeden lineer olmayan degiskenlerine ayrilabilir
siniftan denklemlerin ¢6ziimlerini bulmak icin integral kullanimini gésterecegiz. ikinci
mertebeden 06zel tipten diferansiyel denklemler ve lineer rasyonel tipten denklemler
incelenirken degisken degistirme yontemleri kullanilacaktir.

DERS 1. INTEGRASYON VE COZUMLER

integralin temel teoreminden, f, I araliginda siirekli ise

(1.1) j—x .l::f(s)ds = f(x), Xo, X €1

oldugunu biliyoruz.

(12) dy _
Z=f®

diferansiyel denkleminin bir ¢ozimi, I araliginda denklemi saglayan y = ¢(x) fonksiyonudur.

(1.1) dikkate alndiginda, y=f;;f(s)ds (1.2) denkleminin bir ¢6zimi olur. Buradan

asagidaki sonuca ulasllir.

Teorem 1.1. f fonksiyonu x, € I araliginda siirekli ise, verilmis bir keyfi y, sayisi igin (1.2)
denkleminin y(x,) = y, kosulunu saglayan bir tek ¢6ziimii vardir. ¢ozim

Y = Yo +J f(s)ds

dir.

Alistirma. Cozumun tekligini ispat ediniz.
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Uyari 1. Teorem, ¢ozimiin varlk araligini ve goéz onine alinan fonksiyonlar sinifini (sirekli
fonksiyonlar sinifi) belirtmektedir. y(x,) = y, baslangi¢ kosulu verildiginde, ¢6zimun varhgini
ve tekligini teyit etmektedir.

Uyari 2. Teoremin ifadesindeki baslangi¢ kosuluna bakmaksizin ¢éziimin varhk aralgi I dir. Bu
lineer denklemlere 6zgl bir 6zelliktir. Lineer olmayan denklemler igin, ¢éziimlerin varlik aralig
genel olarak baslangic degerine baglidir. Ornegin,

y' =y%,y(0) =y, #0

Yo

baslangic deger probleminin ¢dzimua y =T olarak verilmektedir. Cozim y, > 0igin,

P S [0,% ) arahiginda tanimlidir.
0

Uyari 3. f fonksiyonu sirekli ise f;)f(s)ds belirli integrali Riemann toplamlarinin bir limiti

olarak tanimlanmaktadir. Belirli integrale anlam vermek igin ff(x)dx belirsiz integralini

bicimsel olarak bulmak gerekmez. Ornegin, erf(x) =foxe_52ds hata fonksiyonu ve

Si(x) = f;% ds Sine integral fonksiyonu cogunlukla belirli integral olarak tanimlanir.

Ornegin,
y' =sinx?, y(0) =0

baslangic deger  probleminin ¢dzimiu  S(x) = fox sins?ds Fresnel Sine integrali ile
verilmektedir. F'(x) = sinx? olacak bicimde elemanter bir F fonksiyonu yoktur, fakat belirli
integral olarak tanimlanan S(x) fonksiyonu bu 6zelligi saglayan gercek bir fonksiyondur.

Yukaridaki inceleme, muhakeme yontemiyle (1.2) bigimindeki bir denklemin nasil

¢Ozebilecegini ortaya ¢ikarmaktadir. Herhangi bir x, igin, bir ¢6zim f;;f(s)ds fonksiyonudur.
Bu durumda, diger ¢coziimler bu 6zel ¢6ziime bir C keyfi sabiti eklemekle elde edilir. Buna goére
y' = e~*" nin ¢dzlimleri y = fe_szds = gerf(x) + C fonksiyonlaridir. (1.2) nin her hangi bir

¢6zim egrisinden, digerleri (x,y) — (x,y + C) dik 6telemeler ile elde edilir ve bu ¢éziimler
C parametresinin her bir degeri icin bir parametreli egriler ailesini olusturur.

Kareleme. Bir diferansiyel denklemin ¢6ziimi bir ya da daha fazla integral iceren bir formiille
ifade ediliyorsa, denkleme kareleme ile ¢ozilebilir denir. “Kareleme” teriminin tarihsel kokeni
alanin integral ile iliskisidir. Diizlem geometride, bir ¢emberin karelenmesi gibi kareleme
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problemi, dizlemsel seklin alani ile ilgili problemdir. Tim diferansiyel denklemler kareleme
yontemiyle ¢oziilemezler. ilerde, birinci mertebeden

y' +p)y=q(x)

lineer denkleminin kareleme ile c¢o6ziilebilecegini fakat bazi 6zel durumlar disinda ikinci
mertebeden

y' +p)y’ +qx)y =r)
lineer denkleminin kareleme ile ¢oziilemeyecegini gorecegiz.

ikinci en basit diferansiyel denklem

(1.3) dy
Zr =90

seklindedir. Boyle bir diferansiyel denklem, (x,y) — (x+ C,y) yatay OGtelemesi altinda

degismezdir. Bu geometrik olarak su anlama gelir. Herhangi bir yatay dogru tiim ¢6ziim egrileri

tarafindan ayni agi ile kesilir (Bu dogrular “es egimli dogrulari” olarak adlandirilir). Bu yizden,

eger y = ¢(x), (1.3) denkleminin bir ¢6zim ise, herhangi bir C sabiti icin y = ¢(x + C) de
dy

bir (1.3) Gn ¢oézumuddr. (1.3) denklemi, 70 = dx bigiminde yazildiktan sonra integral alinarak
¢Ozilebilir.

Ornek 1.2.

(1.4) dy

— =y2_1

dx
denklemini géz 6nine alalm. y?—-1=(y—1)(y+1) oldugundan, y =41 sabit
fonksiyonlari  (1.4) denkleminin 6zel ¢ézUmleridir. Bu ¢dzimler x den bagimsiz olmasi
anlaminda duragan veya degismeyen ¢oziimler, ya da denge noktalari olarak ta adlandirilir.

Eger |y| <1 ise y2—1< 0 ve (1.4) den y' < 0 elde edilir. Yani, ¢6ziim fonksiyonu
azalandir. Diger taraftan eger |y| > 1 ise y' =y2 —1 > 0 oldugundan, ¢éziim fonksiyonu
artandir. Buradan (1.4) denkleminin ¢6ziim egrilerinin kalitatif davranisinin asagidaki gibi oldugu
elde edilir.
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Sekil 1.1. y' = y? — 1 denkleminin ¢6ziimlerinin kalitatif davranisi

Degiskenlerine ayirma teknigi (ileride bu teknigi detayli olarak tartisacagiz) ve basit
kesirlere ayirma islemi kullanarak, (1.4) denklemi

sar= (- L)
x= y—1 y+1 y
olarak yazilir. Bu durumda, integral alinirsa
1+ eZ(x—C)
Y ==

elde ederiz.

Degiskenlerine ayirma tekniginde y = +1 6zel ¢6zimleri kaybolmaktadir. Ancak, teknik
diger tim ¢oziimleri vermektedir. Eger y = ¢(x) (1.4) denkleminin bir ¢6zimu ise 1/¢(x)
inde ¢6zim oldugunu belirtelim.

Alistirma. y' = y3 — y diferansiyel denkleminin ¢éziimlerini tartisiniz.
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