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18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 0

DERS 0. TERMINOLOJI VE KAPALI COZUMLER

Bir diferansiyel denklem (DD), bilinmeyen bir fonksiyonunun tiirevleri, bilinen nicelikler
ve fonksiyonlar arasindaki bir denklemdir. Cogu fiziksel kanun diferansiyel denklemlerle ifade
edilirler.

Adi diferansiyel denklemler, bilinmeyenleri tek degiskene bagh fonksiyonlarin
olusturdugu denklemlerdir. Cogunlukla, dinamik sistemlerde ve elektrik mihendisliginde ortaya
cikarlar. Kismi diferansiyel denklemler bilinmeyen fonksiyonu iki ya da daha fazla bagimsiz
degiskene bagli denklemlerdir. Bu derste, sadece adi diferansiyel denklemlere odaklanacagiz.

Bir diferansiyel denklemin basamagi, n denklemde bulunan n'inci tiirevi géstermek
Uzere, en blylk n tamsayisidir.

NOTASYON. Genellikle bagimsiz degiskenler igin t,x, bilinmeyen fonksiyonlar igin y,u veya v
harflerini; parametrik egrilerin dizlem sistemleri icin de bagimsiz degisken olarak t,
bilinmeyenler icin x,y harflerini kullanacagiz. Turevi (") semboli ile gosterecegiz. Ornegin; y

2
bilinmeyen fonksiyon, t bagimsiz degisken oldugunda y’, % ve y' ise, ZTJZ] anlamindadir.

Biz bilinmeyen igin y ve bagimsiz degisken igin t kullanacagiz.
n'inci mertebeden bir diferansiyel denklemin en genel bigimi
F(t, Y, ¥, y(”)) =0
seklindedir. n'inci mertebeden bir diferansiyel denklem
y® = f(t,y,y, ..,y Y)
biciminde ifade edilebilirse, denkleme normal bicimindedir denir.

Diferansiyel denklemler, —eo < a < b < oo olmak Uzere, genellikle bir I = {t:a <t <
b} acgik araliginda incelenir. [ araliginda tanimli bir diferansiyel denklemin ¢6ziimi, denklemde
y=¢(), y =¢'(t),.. yerine konuldugunda, her t igin denklemi saglayan y = ¢(t)
fonksiyonudur.

Eger bir diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve onun tlrevlerine gore lineer ise
denkleme lineerdir denir. n'inci mertebeden en genel bir lineer denklem

po(D)y™ + p (Y™ Y + -+ p,(Dy = ()
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bicimindedir. Burada, j = 0,1,2, ..., n olmak lzere p;(t) ve f(t) fonksiyonlari bir aralikta strekli
fonksiyonlardir. f = 0 ise denkleme homogen denklem denir. Eger bir denklem lineer degilse,

denkleme lineer olmayan denklem denir. Ornegin y’z =t +y ve yy' =t denklemlerinin her
biri lineer olmayan denklemdir.

Pek ¢cok problem, iki veya daha fazla bilinmeyenli birden fazla diferansiyel denklemi
dogurur. Ornegin,

x'=ftxy), ¥y =9txy)
iki bilinmeyenli bir denklem sistemidir.

Baslangic deger problemleri. Genellikle uygulamalarda karsilasilan diferansiyel denklemler
sonsuz sayida ¢dzime sahiptir.  Ornegin, y' = f(t,y) denklemi, ¢ parametresine bagl
y = ¢(t,c) ¢ézimler ailesine ve y"' = f(t,y,y") denklemi de, c¢;,c, parametrelerine bagl
y = ¢(t,cq, cz) ¢oziimler ailesine sahiptir. Bu parametreler integrasyon sabiti gibidir. Ornegin,
c1 ve ¢, integrasyon sabitlerine bagl olany = ¢yt + ¢, iki parametreli ¢6zim ailesini elde
etmek icin y'" = 0 denklemini ¢ozeriz.

Parametreleri belirlemenin en basit yolu, bilinmeyen y ve tiirevlerinin bir t, noktasinda
tayin edilmesidir. Ornegin, ¥y’ = f(t,y) denklemi icin y(t,) =y, ve y" = f(t,y,y") igin
y(to) = Vo, V'(tg) =y, kosullari verilebilir. Bunlara baslangi¢ kosullari, y, ve y, degerlerine
de baslangi¢c degerleri denir. “Baslangi¢c degeri” terimi kullanilmasinin nedeni ¢ogu problemde
t'nin zamani géstermesi ve t,'inda baslangi¢ ani olmasidir.

Bir baslangic deger problemi,

Y(to) = ¥0,¥'(to) = ¥1, -, Y V(o) = Yy

kosullarini saglayan

y® = f(t,y,y, .., y® D)
diferansiyel denkleminin ¢6ziminin (ya da ¢ézlimlerinin) bulunmasindan olusur.
Kapali ¢oziimler.

(0.1) x+yy =0

diferansiyel denklemini géz éniine alalim. Burada ' = o dir.

d
o P Y =200+ yy)
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oldugundan, ¢ bir sabit olmak Uzere, y = ¢(x) fonksiyonun (0.1) denkleminin bir ¢6zim
olmasiile x? + y2 = ¢ olmasi esdegerdir. Bu anlamda,

(0.2) x*+yt=c
ifadesi kapali bigimde (x, y nin bir fonksiyonu olarak) (0.1) denkleminin ¢dziimlerini tanimlar.

c < 0igin, x2+ y? = ¢ nin geometrik yeri bos kiimedir ve ¢6ziim vermez. ¢ = 0 igin
geometrik yer (x,y) = (0,0) tek noktasindan ibarettir. Ancak, bu tirevlenebilir bir fonksiyon
vermediginden bir ¢oziim tanimlamaz. ¢ > 0 icin ¢dziim egrisi, merkezi orijinde v/c yaricaph bir
¢emberdir.

(0.2) denkleminden y ¢6zulirse,

y =+ c — x?

(agik) ¢6zimi elde edilir. Bunlar alt ve Ust yari ¢emberlere karsilik gelir. Bu fonksiyonlar
—/c < x < +/c araliginda tanimlidir, ancak sadece —vc < x < +/c araliginda (0.1) denkleminin
e e . gqe .. .. r_ X —

¢O6zumleridir. Clnku, y' = i—\/c— x = ++/c noktalarinda sonsuz olur.

’
—x2

(x,¥) = (+Vc,0) noktalarinda Z—Z= o oldugundan (0.1) bagintisi bozulur. Bununla

birlikte geometrik yorum anlamli kalmaktadir. (0.1) denklemi

(0.3) %

normal formunda vyazilirsa; y', ¢6ziim egrisinin egimi anlamindadir ve ikinci taraf (x,y)
noktasindaki egimi verir. (£+/c,0) noktasindaki ¢oziim egrisinin egiminin x eksenine dik
oldugu sonucuna varilr.

Bu problemin Ustesinden gelmek igin, (x,y) duzleminde bir egrinin sadece y = ¢(x)
seklinde degil x =¥ (y) seklinde de tarif edilebilecegini belirtelim. (0.3) denklemi, ¢
tlrevlenebilir olmak Gzere, y = ¢(x) fonksiyonunu verir ve denklemin hicbir ¢6zim egrisi,

Z—z = oo oldugu (x, 0) noktasini iceremez. Fakat

dx y

dy  x
denkleminde y = 0, buna bagl oIarakZ—; =1’ (y) = 0, olmasi mimkindr.

Doga, koordinat sistemlerini tanimaz; sadece altinda yatan gercegin matematiksel
agtklamasi igin bir gergeve olusturur. Eger bir problem x = ¥(y) bigiminde ¢dziime izin
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verildiginde kolay, fakat y = ¢p(x) bigiminde ¢6ziimde israr edildiginde zorlasiyor ise, bu
problemin formile edilisinde bagimh ve bagimsiz degisken tercihini uygunsuz yaptigimiz

anlamina gelebilir.
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