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IV. Tedirgemeli Renormalizasyon Gurubu
IV.A Gaussiyan Modelde Beklenen Degerler

Landau-Ginzburg modelini, Gaussiyan modelin bir tedirgemesi olarak inceleyebilir miyiz?
Ozellikle, sifir manyetik alanda,

K L
BH = BHo+U = /ddx BmQ + E(Vm)2 + E(Vzm)2 +-- } +u /ddxm4 +--- (V1)
ifadesini inceleyecegiz.

Tedirgenmemis Gaussiyan Hamiltoniyen, birbirinden bagimsiz Fourier modlarina
ayristinlabilir:

m(@®  (IV.2)

|14 AN

ﬁHO = 15 d
. 2 o) 2

Etkilesmeler, normal modlari birbirine karistirirlar, ve

u = u/ddxm(x)4+‘-‘

: dqid?qed?qsdiaqs .
= u [t [ EREREIE a9, (g () a3 )
+...

(IV.3)

burada, a ve g Gzerinden toplam agikc¢a yazilmamigtir. x Gzerinden integral, q1 +q2+qs+q4 =0
olmasini saglar ve

diqidiqadiq;
U= U/ Wma(m)ma(qz)mg(qs)mg(—m —q2—qz)+ - (IV.4)

Gaussian agirliklarin degiskesinden, kesikli modlu sonlu boyutlu bir sistemin, iki-nokta bek-
lenen degerleri kolayca

dq—q'0a,8V

Ny 9,—q%,p

tmal@ms(d)lo = 57 T (IV.5)

olarak elde edilir. Sonsuz boyut limitinde, spektrum sirekli hale gelir, ve denklem IV.5
80.5(2m)%6% q + o

Ct+ K@+ Lgt+ -

halini alir. 0 alt sembol{, beklenen degerlerin tedirgenmemis (Gaussiyan) Hamiltoniyen’e gére
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alindigini belirtir. m’lerin herhangi bir garpimini iceren beklenen degerler

<exp [Z m]> = exp lz - <mz-mj>o] (IV.7)
i 0

h,J

0zdesliginden baslayarak hesaplanabilir, ki bu 6zdeglik Gaussiyen dagilimh herhangi bir
degisken kiimesi {m;} i¢in gegerlidir. (Bu, ‘kareye tamamlayarak’ kolayca gérulir.) Denklemin
iki tarafini da {a; } lerin kuvvetleri cinsinden agarsak,

a;G;af a;a;aEa;

a;a;
1 + ai<mi>o+u<mim]‘)o+

2 24
a;a; a;a;aLa;
I + 12 ’ (mimg)o + : ;4 ((mimj)o(mrmi)o + (mimg)o{m;my)o + (mymu)o{m;my)o)

P (IV.8)

(mimgmy)o + (mimjmemy)o + -+ =

elde ederiz. Yukaridaki denklemin iki tarafinda da {a; }'lerin kuvvetlerini esitlersek,

¢ 0 ! tek ise
[Tmi) =3 o o . (IV.9)
e 0 bitan ikili birlestirmeler Gzerinden toplam 7 ¢ift ise
elde ederiz. Bu sonu¢c Wick Teoremi olarak bilinir, ve mesela

(mimympmy)o = (mymy)o(mrmy)o + (mimy)o(mimy)o + (mimy)o(mymi)o

IV.B Tedirgeme Kuraminda Beklenen Degerler

U etkilesimleri oldugunda, herhangi bir O operatériiniin beklenen degeri, tedirgeme kullanilarak
asagidaki gibi hesaplanabilir:

[ Di©e MU [ Dije=FHo O — U +U? /2 — - -]
[ De=FHo=U [ DpmeFHo[l —U +U2/2 — -]
Zo[{O)o = (OU)o + (OU?)o /2 — - --
Zo[l — (U)o + U?)o/2 — -]

O) =

(IV.10)
Paydayinin tersini Z’nun kuvvetleri cinsinden agarsak,

(©) = [(©)0 = (OU)o + 5(OU)o — | [L+ U+ U~ W0 -+

= (O)o = ((OU)o = (O)oU)o) + %(<0U2>o = 2(0U)o U)o + 2(0)o(U)§ — (O)oU?)o)

i i %wu% (IV.11)
n+0 '

Baglantili ortalamalar, agllimin degisik mertebelerinde ortaya ¢ikan, tedirgenmemis bek-
lenenen degerlerin birlesimi olarak tanimlanmigtir. Diyagramlarla gdsterimde, ve takip eden
6rnekte, 6nemleri ortaya ¢ikacaktir.
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Landau-Ginzburg modelinde, iki nokta bagdasiklik fonksiyonunu « parametresinde birinci
mertebeye kadar hesaplayalim. [Onemsizliklerini géze aldigimizdan, daha yiiksek mertebeden
terimleri gézardi edecegiz, ve sadece en disiik Gaussiyan terimleri tutacagiz.] Denklem 1V.4°(,
denklem IV.11’e yerlestirdigimizde

d d d
(ma(@ms(a)) = (ma(@yms(a) —u [ LT 2T

(27T)3d
[(ma(a)ms(q)mi(qr)mi(qz)m;(qs)m;(—a1 —d2 — as))o—
(ma(@)ma(d))o(mi(ar)mi(q2)m;(as)m;(—a1 — az — as))o] + O(u?) (IV.12)

elde ederiz. (OU)o’yu hesaplamak icin, alti m’nin carpiminin tedirgenmemis beklenen degerine
ihtiyacimiz var. Bu, denklem V.9 kullanilarak, bitiin ciftli eslesmelerin, toplam 15 tane, toplami
olarak hesaplanabilir. Ug eslesme, ilk 6nce m,, ile mg'yl, sonra da geri kalan dort m’leri
esleyerek elde edilir. Acik¢a bu eslemeler, (O)o (U)o ile elde edilenlerle tam olarak birbirini
g6tardrler. Geriye kalan eslesmeler, sadece O’yu U ile birlestirenlerdir. Bu sadelesme, bitln
mertebelerde olur, ve (OU™))§, sadece bitlin n+1 operatérin, eslesmelerle baglandigi katkilari
icerir. (OU)q’daki kalan 12 eslesme, iki sinifa ayrilir:

(i) 4 ciftleme, m,, ve mg'nin ayni indekse sahip m’lerle eglegsmesini igerir, yani

(ma(Q)mi(a1))o(ma(d’)mi(q2))o(m;(qs)m;(—a1 — a2 — q3))o
 0ai03i055(2m)3%6% (q + q;)6(d’ + q3)0%(q1 + q2)
B (t+ K@) (t+Kq?)(t+ Kq3)

(IV.13)

ki burada denklem IV.6’y1 kullandik. ¢ ve j’ler Gzerinden toplayip, qi, g2 ve qs Uzerinden inte-
gralleri aldigimizda, bu terimlerin katkisi

dsd l d
_yyyas(2m)% (q+q)/ d'qz 1 (V.14)
(t+ Kq?)? (2m)dt + Kq3
olur.
(ii) 8 giftleme, m,, ve mg’'nin farkl indekse sahip m’lerle eglegsmesini igerir, yani
(ma(@)mi(ar))o(ms(d’)m;(as))o(mi(az)m;(—ar — a2 — as))o
_ 9ai0;0i;(27)**3%(a + 4;)9(d’ + a3)0% (a1 + q3) (IV.A5)

(t+Kg®)(t+ Kq?)(t+ Kq3)

Bitlin indeksler Gzerinden toplayip, momentumlar Gzerinden integralleri aldigimizda, gelen
katki

—8u

6a5(2ﬂ)d5d(q + q’) / ddqg 1 (|V16)
(t+ Kq?)? (2m)dt + Kq3 )

olarak elde edilir. Katkilarin ikisini de topladigimizda,

6a5(27r)d5d(q +d)
t+ Kq?

4u(n—|—2)/ dk 1
(

2
1+ kg ] erdig e oW (VA7)

(ma(q)mp(q')) =
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elde ederiz.

IV.C Tedirgeme Kuramini Diyagramlarla Gosterme

Tedirgeme kuraminin yliksek mertebelerinde hesaplar daha karisik bir hal alir. Bitin olasi
eslemeleri takip edebilmek icin, diyagramlara dayali bir gosterim kullanabiliriz.  ¢-noktall
beklenen degeri ([T%_, ma, (q;)) hesaplayabilmek igin, «'da pinci mertebede, asagidaki kurallari
takip edin:

(1) Istenen bagdasiklik fonksiyonunun koordinatlarina karsilik gelen ve (q;,«;) ile
isaretlenmis ¢ tane dis nokta cizin. ic momentum ve indekslerle isaretlenmis, mesela
{(k1,17), (ko,%), (ks, ), (ka,7)}, herbiri 4 ayakl p kbse ¢izin. Dort ayak birbirine 6zdes olmadigi
icin, dort noktall kose, noktali gizgi ile birbirine baglanmis iki kati dal ile gosterilir. (YUlksek
mertebe etkilegsimlere genellestiriimesi apagiktir.)

(2) Grafikteki her nokta, bir mq,(q;) carpanina karsilik gelir, ve carpimin tedirgenmemis
ortalamasi Wick kurami kullanilarak hesaplanir. Bu, bitin dis ve i¢ noktalar ikili guruplar
olarak, birbirine baglayarak elde edilir, bu bir noktayr baska bir noktaya, topolojik olarak
birbirinden bagimsiz her sekilde dogrularla birlestirilerek yapilir (asagidaki #5’e bakin).

(3) Bu grafiklerin cebirsel degeri sOyle hesaplanir: (i) Bir ¢ift noktay! birbirine baglayan bir
dogru, iki nokta ortalamasini gésterir'; yani (q, a) < (', 8) badl, dao (27)%5%(q + ')/ (t+ K¢?)
katkis verir; (ii) Herhangi bir kose u(27m)%6%(k; + ko + k3 + k) ile gosterilir (delta fonksiyonu,
enerji korunumunu saglar.)

(4) 4p ic momentumlari {k;} Ozerinden integral al, ve 2p i¢ indeksler Uzerinden topla. Bu
asamada, her kapal bir ilmegin §;; = n garpani getirdigine dikkat edin.

(5) Numerik bir ¢carpan

(=P

p!

x ayni toplolojiyi veren farkli eglemelerin sayisi

ilk katki, Gstelin agihmindan gelir; ikincisi ise sadece simetri ile birbirlerinden alinan grafiklerin
ayni sonucu verdiklerini, ve bir kere hesaplanabileceklerini sdyler.

(6) Kimdulantlar hesaplanirken, sadece tamamen baglantili diyagramlarin (bagimsiz pargalari
olmayan) katilmasi gerekir. Bu blyUk bir basitlestirmedir.

IV.D Alinganhk

Denklem 1V.17’deki diizeltme teriminin tedirgemesiz degere benzer olmasi kaza degildir. Bunun
sebebi, iki nokta bagdasiklik fonksiyonunun simetriler tarafindan sinirlandiriimig olmasidir, ki bu

(malq / dx / dix/ P THAE () ms(x) (IV.18)

'Kuantum alan kuraminin ilk formiilasyonundan, iki noktay! birbirine baglayan gizgiye genelde ilerletici
denir. Bu baglamda, ¢izgi, bir pargacigin zamanda, diinya ¢izgisini gosterirken U/ pargaciklar arasi bir
‘etkilegsim’dir. Ayni sebepten dolayi, Fourier indeksine ‘momentum’ denir
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ifadesinden de goériilebilir. Gergek uzaydaki iki nokta bagdasiklik fonksiyonunun &teleme
ve dondlrme simetrisi olmasi gerekir (ylksek sicaklik fazinda), ve (mq(x)mg(x’)) =
dap(mi(x — x")m1(0)). Kitle merkezi ve géreli koordinatlara dénlstirdigiimizde, yukaridaki
integral

<ma(q)mﬂ(q/)> =
/
/dd (X ; : > d(x — x’)ei(‘”q/)'(x“‘/)/Qei("_x/)‘(q_q/)/%aﬁ<m1(X —x")m1(0))
= (2m)"6%(q + q')dapS(q) (IV.19)
burada

S(@) = (Imi(a)|?) = /ddxeiq'x<m1(x = x')m1(0)) (IV.20)

ifadesi saglima deneylerinde gbézlemlenen niceliktir (bkz. 11.D)

Denklem IV.17'den

1 du(n+2) [ d%k 1 5
— 1 — «
S0 =i kp { t+ Kq2 / @2r)it+ Kk2 +0@’) (v-21)

elde ederiz. Ters niceligin agihmini incelemek faydalidir

dvk 1

S(q) ' =t+ K¢* + 4u(n +2) /
YUksek sicaklktaki fazda, denklem V.20, S(¢)’nun ¢ — 0 limitinde manyetik alinganhga esit
oldugunu gdsterir. Bundan dolayi, S(q) bazen x(q) olarak gésterilir. Denklem 1V.22'den, ters
alinganhk

d%k 1

emitrie ) (V29

() = t+ du(n + 2) /

olarak verilir. t = 0’da alinganlik artik iraksamaz, ¢inki

dk 1 4n—l—2u S n+2)u Ad—2
1 d d-3 _
X (0) = 4u(n—|—2)/ 2 )d 2 / dkk Kq 5

(IV.24)

sonlu bir sayidir. Bunun sebebi, «’'nun varliginda, kritik sicakligin negatif bir degere indirgen-
mesidir. Degismis kritik nokta, x~!(t.) = 0 kosulunda bulunabilir, ve denklem IV.23'den, u
mertebesine kadar,

su(n 1 2) / dk 1 du(n + 2) K4A%2
= —4du(n R —
u 2r)dt, + Kk? d-2)K

<0 (IV.25)
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Tasinmis kritik noktada, tedirgenmis alinganlik nasil iraksar? Denklem 1V.23'den

XTHE) = xTH(te)

dk 1 1
t—tc+4u(n+2)/(2ﬂ_)d TER LR

du(n+2) [ d%k 1
(t=t) [1 K2 / A R02 + (t — 1) /K) *O(UQ)]

(IV.26)

(ik esitlikten, ikinciye gegerken, t./nin konumunu, bir paydadan, digerine aktardik. . = O(u)
oldudu igin, bdyle bir degisimden gelen dizeltmeler ancak O(u?)'de ortaya gikar. ) Son in-
tegralin boyutu [kzd“l} tr. d > 4 igin, en bilyik momentum tarafindan belirlenir, ve K A%*
seklinde dlgeklenir. 2 < d < 4 igin, integral iki limitte de sonludur. Dolayisiyla, siddeti ¢! =
V/(t — t.)/K momentum 0lgegi ile belirlenir, ki bu, integrali boyutsuz yapmak igin kullanilabilinir.
Bundan dolayi, bu boyutlarda

uln 2—d/2
x Ht) = (t—t.) {1 _4 (Kj 2. (t Ktc) + O(uQ)] (IV.27)

burada c bir sabittir. d < 4 i¢in, u mertebesindeki diizeltme terimi, faz gegisinde, £’'nin v = 1 olan
tedirgenmemis tekilligini maskeleyerek iraksar. Bu sebeple, alingaligin d < 4’teki iraksamasini
tanimlamak igin, dogasindan dolayi tedirgeme kurami uygulanamaz. Ayni durum, herhangi
bir bagka niceligi tedirgemeyle hesaplarken de gecerlidir. «’yu tedirgeme parametresi olarak
kabul ederek baslamig olsak da, boyutsuz olmadigini fark etmemiz énemlidir; «/K*'Gn boyutu
(uzunluk)4=*tdr. Herhangi bir niceligin tedirgeme serisi

X(t,u) = Xo(t) [1 +f(ua4_d/K27uX4_d/K2)} seklini alir, burada f bir kuvvetlerin serisidir.
iki uzunluk dlcedi a ve &, boyutsuz degiskenler olusturmak icin kullanilabilir. ¢ kritik nokta
yakininda iraksadigi icin, tedirgeme serisinin dogasindan gelen bir basarisizligi vardir. Etkin
(boyutsuz) tedirgeme parametresi ¢.'de iraksar ve kiictik degildir.
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