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VII.LD Dengedeki Sistemlerde Genel Olcek Degismezligi

Sahiller ve nehir aglari gibi karmasik uzamsal desenler ve yapilarla dolu bir diinyada yasiyoruz.
Benzer cesitlilikte, direng salinimlari, kum saatinden akan kum, ve hatta trafik ve borsa hareket-
lerinde oldugu gibi, “1/f” glriltisi gosteren zamansal siiregler de vardir. Bu olgularin dogal
uzunluk ve zaman 6lgekleri yoktur ve dlgek degismezligi ve 6z benzerlik gdsterirler. Olgek
bagimsiz sistemlerin mekansal 6zellikleri fraktal geometrisi kullanilarak karakterize edilebilirler
[1]. Bu bdlimde, bu tir élcek bagimsiz desenlere yol agan dinamik stirecgleri arastiracagiz.

ilgilendigimiz sistemin, P [m] olasiligi olan skalar m(x) alani ile tasvir edildigini varsayalim.
Olgek degismezligi, m(x)in bagdasiklik fonksiyonlari, iki nokta bagdasikhig gibi, C(|x —y|) =
(m(x)m(y)) — (m(x))(m(y)), incelenerek yoklanabilir. (Sistemin dénme ve &teleme simetrisi
oldugu varsayilmistir.) Karakteristik bir uzunluk 6lgegi olan bir sistemde, bagdasiklklar z =
|x —y| > & mesafeleri igin sifira giderler. Karsilik olarak, sistemin 6lgek degismezligi varsa,
bagdasikliklar uzun mesafelerde homojendirler, ve lim, ., C(z) ~ z2X'dir.

Gormis oldugumuz gibi, denge istatistiksel mekaniginde, olasilik Pdenge x exp (—fH [m]),
B = (kgT)~! olmak Uzere, ile verilir. Agikga, sonsuz sicaklikta, sonlu bir Hamiltoniyen igin,
bagdasikliklar yoktur. H [m]'deki etkilesimler kisa erimli olduklar stirece, ylksek sicaklik agilimi
ile gosterilebilir ki kiiglik fakat sonlu 5°da bagdasikliklar C(z) o« exp(—z/¢) seklinde azalr, ki
bu karakteristik bir uzunluk olgegine isaret eder'. Bagdasiklik uzunlugu, genelde, sicaklidi
azalttikca artar, ve sistem surekli (kritik) bir faz gecisinden gecerse, iraksayabilir. Kritik bir
gegiste, sistem 6lgek degismezdir, ve C(z) x 22797 olur. Ancak, bu tiir dlgek bagimsizligi,
sadece sistem parametrelerinin kritik sicakliya ¢ok hassas bir sekilde ayarlanmasi ile elde
edilebildigi anlaminda, genel degildir. DoJadaki dlgcek bagimsiz ¢cogu slireg, bu tarz ince ayar
gerektirmez, ve bundan dolayi, kritik noktaya benzetme ¢ok égretici degildir [2] [3].

Olgeklenme bagimsizigi tartismalarimizi, h(x, t) yiiksekligi ile tanimlanan bir yiizeyin di-
namiklerini inceleyerek tertip edecegiz. Belirli érnekler, sabun filminin bozulmalari ya da bir
kaptaki suyun ylzeyinin salinimlaridir. Her iki durumda da, en az enerji konfiglirasyonu diz
bir ylzeydir (kitle ¢ekiminin sabun filmindeki kiiclik etkisini ihmal edersek). Sabun filminin
salinimlarinin enerji maliyeti, artan alandan ve yizey gerilimi o’dan gelir. Alani, egimin kuvvet-
leri cinsinden acarsak,

U—a/dd { 1+ (Vh)? } /dd (Vh)? (VII1.49)

Suyun ylzeyi icin, ek olarak bir kiitle ¢cekimsel potansiyel enerji vardir, bltiin su sitiinlarinin
katkisini toplayarak

H, = / dix /0 " () = i / dixh(x)? (VIIL50)

'Tabi ki, uzun erimli etkilesimlerle, uzun-erimli bagdasikliklar yaratilabilir. Ancak, yerel, kisa erimlii
etkilesimlerle uzun erimli bagdasikliklarin nasil yaratildigini bulmak daha ilgingtir.
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olarak elde edilir. Kiiglik salinimlarin toplam (potansiyel) enerijisi
M= /ddx B(Vh)Q + ’;ghﬂ (VIIL51)

olarak verilir, ki burada ikinci terim sabun filmi i¢in yoktur.
Karsilik gelen Langevin denklemi

Oh(x, 1)
ot

= —upgh + poV>2h + n(x, t) (VI11.52)

dogrusaldir ve Fourier dontisimu ile ¢dzulebilir. DUz bir araylizeyden baslayarak, h(x,t = 0) =
h(q,t = 0) = 0, t anindaki bigimi

d
h(x,t) = ¥ —iax [* 7 mupartont) =) (a,t) (VII1.53)

olur. Yuizeyin ortalama ylksekligi, H = [ d?x(h(x,t))/L? sifirken, genel genigligi

d
w(t, L) = %/ddx(h(x,t)Q) . %/ <‘2lﬂ‘)1d<| ha,t) [2) (VIII.54)

olarak tanimlanir, burada L ylUzeyin dogrusal boyutudur. Denklem VIII.33’e benzer gekilde,
genisligin

dq D
w2(t, L) = / D tan VIIL55

0= | Gryaa | ) VILSS)
seklinde biyladuginia goéririz. Problemde, denklem VIIL.31'deki gibi, karakteristik uzunluk
Olgekleri ile ilgili bir dizi zaman 6lgegi vardir. En kisa zaman 6lgegini, tq, kiigik © a?/(uo)
atomik boyut a belirler. En uzun zaman élgegini, ya kilcallik (A, = \/o/pg) ya da sistem boyutu
(L) belirler. Basitlestirmek igin, sabun filmine odaklanacagiz, burada kitle gekiminin etkileri
ihmal edilebilir ve g by gk o L?/(po). Simdi, denklem VII1.55teki Gg farkli davranis alanlarini
belirleyebiliriz:

(@) t < tgp ktigtik icin, bitin g’lar igin v(q)t < 1 oldugunda, hi¢bir mod rahatlamamistir. Her
mod, yayilarak buydr, ve

d
W2 (t, L) = / (;iﬂ‘;‘dﬁl)m(q)t: 2@—2’5 (VIIL56)

(b) t> ten biyiik icin, batdn g’lar igin v(q)t > 1 oldugu i¢in, bitlin modlar denge degerlerine
gevsemiglerdir. Yikseklik salinimlari,

dq D
W (t, L) = / (%‘;‘d o (VIIL57)

ile verilen en bliylk degerlerinde doyuma ulasmislardir. Doymusg deger, ylizeyin boyutuna
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baghdir, ve genel bir d boyutunda

D a?~4 d>2igin (x=0)
wh(t, L) x - § In(L/a) d=2ign (x=0%) (VIII.58)
Ol Lt da<2iging (x = 359)

olarak davranir, burada genisligin sistem boyutuyla iraksamasini lim;_,o, w(t, L) o< LX ile
belirleyen sertlik dsteli x’yi tanimladik. (0 sembol, logaritmik bir iraksamayi géstermek
icin kullaniimistir.) d = 1'de x = 1/2 Usteli, tek boyutlu araytziin rastgele yiriime gibi
salindigini gésterir

(C) tenkicik < t < tenpayuk iGN, sadece daha kisa uzunluk Glgekli modlarin bir kismi
doyurulmustur. Denklem VIII.55teki integrali alinan ifade (¢ = 0 igin), y = pog?t olarak
tanimlanarak boyutsuz hale getirilebilir ve

d—2

1 5 [t/tenkigu _
x = (> : / T (1) (VIII1.59)
puo \ pot t

/ten biyuk

D

w?(t,L) o —/dqqd_?’ (1 — 6_2M0q2t>
o
D

Son integral, d < 2 igin yakinsar, ve d > 2 igin, Gst siniri tarafindan belirlenir. Genisligin
baslangic bilylimesi bir bagka Ustel 3 tarafindan belirlenir, ki lim; .o w(t, L) o t? olarak
tanimlanir, ve

Lad d > 2igin, (3=0)
w?(t, L) oc {2 n(t/tenkigik) d = 2igin, (5 =0%) . (VI1.60)
(M’?d/zt@—d)/g d<2igin, (3= (2—d)/4)

x ve § Ustelleri, ayrica yiikseklik-ylUkseklik bagdasiklik fonksiyonlarini da belirlerler, ki di-
namik élgekleme seklini alir:

/
([, 1) — O ) = e — ¥ <|}|{t_—;||2> . (VIIL.61)
Esit zamanli denge durumu bagdasikliklari sadece |x — x’|'ne bagli olduklari igin, lim,_. g(y)
bir sabit olmalidir. Diger taraftan, ayni noktadaki bagdasikliklar sadece zamana bagh olabilir, ki
bu da limy . o y*X/# olmasini gerektirir, ve buradan § = y/z Ustel 6zdesligi elde edilir.

Bu oOlcekleme degismezligi, kltlesel g¢ekim potansiyel enerjisi Hamiltoniyen’e eklen-
ince kirihr.  Bu durumda, kilcallik uzunlugundan daha blyik mesafelerde, bagdasikliklar
C(z) x exp(—z/)\.) olarak azalir. Bu iki durumun temelindeki fark nedir? Kuitle gekiminin
varligi 6teleme simetrisini, H [h(x + ¢] = H[[h(x)], bozar. Hamiltoniyen'de [ d%xh(x)? teriminin
varligina engel olarak karsilik gelen uzunluk 6lgegini kaldiran bu sirekli simetridir. (Alan
kurami dilinde, ikinci dereceden terimin katsayisi genel olarak kdtle olarak adlandirilir.)
Stirekli bir simetrinin varigi, genel dlgekleme bagimsiziigi (GOB) elde etmek icin genel bir
kosuldur [4]. Daha 6nceki bélimlerde tartigildigi gibi, maddenin pek ¢ok diiglk sicaklik fazi
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vardir ki bunlarda surekli bir simetri kendiliginden kirilmistir. Béyle bir durumun etrafindaki
kiicUk salinimlarin genel simetriye uymasi lazim. Elde edilen uyarimlar, “kitlesiz” Goldstone
modlaridir. Ferromanyetlerde magnonlarla (kiriimig dénme simetrisi ile), ve fononlada (kirilmis
Oteleme simetrisi) baglantili olarak, béyle modlar tartigtik. Batlin bu durumlar, élgek bagimsiz
salinimlar gésterirler.

Dinamiklerin dlnyasinda, daha genel, zamansal bagdasikliklarin, mesela C(|x — x/|,t —
t') = (h(x,t)h(x',t"))., karakteristik bir zaman o6lgegi, 7, gosterip gdstermedigi, veya ¢ — t"da
homojen olup olmadigi sorusunu sorabiliriz. Uzamsal ve zamansal alanlardaki 6lcek
bagimsizhiginin birbirlerine yakin bir sekilde baglantili olmasini beklemek dogaldir. Uzun
mesafelerde bagdasikliklar olusturmak, sistem yerel dinamik kurallara uyuyorsa, genel olarak
uzun zamanlar gerektirir (tipik olarak (¢t — ') « |x —x|*). Uzamsal 6lgek bagimsizligi, bu
sebepten, zaman élgeginin olamadigi anlamina gelir. Tersi dogru degildir, ¢linkd, dinamikler,
korunum yasalari ile zaman 6lgegini kaldirmanin bir baska olasiligini sunarlar. Bu durumla,
zaten, kutle g¢ekiminin varliginda, ylzey Hamiltoniyen’inin model B dinamigini incelerken
kargilagtik. Denklem VIII.47, uzun dalgaboylu modlarin kitleli oldugu halde, dalga vektéri g
olan bir modun, q — 0 limitinde, rahatlama zamaninin 1/¢? olarak iraksadigini gdsterir.

Dengedeki sistemlerde, simetriler ve korunma yasalari birbirleriyle yakinen ilgilidir.
H[h(x+c)] = H[h(x)] simetrisi altinda degismeyen yerel bir Hamiltoniyen diglnelim. H
sadece Vh ve daha yiksek tlrevlere bagl olabilecedi igin,

oH oM
CERE =g TP e T

=V (VIII.62)

Model A dinamigi igin bile, hizin deterministik kismi bir akimin diverjansidir ve [ d?xh(x,t)'yi
korur. Bu korunum sadece istatistikseldir, ve yerel olarak, model A’daki gurilta tarafindan ko-
runmayabilir. Yukaridaki sonu¢ Noether’in kurammin bir sonucudur.

VIILE Acik Sistemlerin Denge Disi Dinamikleri

Yaklasik denge dinamiklerini, dogada genel dlgek bagimsizligi gésteren cesitli siireclere uygu-
larken dikkatli olmaliyiz. Pek ¢ok bdyle sistem, mesela akan nehir veya suriiklenen bulut,
dengeden ¢ok uzaktir. Daha da étesi, gevreleriyle sirekli pargacik ve bilesen degistiren agik ve
yaygin sistemlerdir. Bdyle slreclerin dinamigini belirleyen herhangi bir Hamiltoniyen'’in varlig
acik degildir, ve daha énce sunulan geleneksel yaklagimin uygun olmasi gerekmez. Ancak, bu
sistemlerde gbézlemlenen saglam 6z-benzer bagdasikliklar [1] duragan élgcek bagimsiz olasilik
dagihmlari ile tasvir edilebileceklerini disindirir. Bu kisim, agik ve yaygin sistemlerin di-
namigine genel bir yaklagimi 6zetler, ki 6z olarak, B6lim 2’de anlatilan, etkin kabalastiriimig
alan kuramlarinin olusturulmasina benzer. Yine, h(x,t) statik alaninin dinamiklerine bakalim:

1. Denge istatistiksel mekaniginin baglangic noktasi Hamiltoniyendir H [h]. Landau’nun
recetesi H’nin icinde problemin simetrileri ile tutarli bitin terimleri dahil etmektir. Altinda
yatan felsefe, genel bir durumda, izin verilen bir terim vardir, ve sadece kaza eseri yok
olabilir. Dengede olmayan dinamikte, hareket denkleminin incelenmesi gereken temel
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nesne oldugunu varsayacagiz. Yeterince uzun zaman Olceklerinde, eylemsizlik terimleri
(oc 92h) kayiph dinamigin varliginda 6nemsizdir, ve k’'nin evrimi

deterministik  rastgele
oh(x,t) = vlh(x,r)] + n(x,t) (VIN.6e3)

tarafindan belirlenir.

2. Etkilesimler kisa erimli ise, (x,t)'deki hiz sadece h(x,t)’'ye, ve (x,t)’de hesaplanan bir
kag tlreve baglidir, yani

v(x,t) = v(h(x,t), Vh(x, 1), ) (VIIL.64)

3. Sonra, deterministik hiz, ve guriltinin bagdasikliklarini belirlemeliyiz. Landau’nun
recgetesini genellestirerek, temelde simetri ve korunum yasalariyla uyumlu batin terimler,
v'de genel olarak gorlnur. Gardltd, n(x,t), sadece i¢ diizenlemelerin olmasi veya harici
girdi ve ¢iktilarin olup olmamasina gére korunumlu veya korunumsuz olabilir.

Dogal sonug: Bu kural bltliniyle, hizin bir potansiyelden elde edilebilir olmasi (v # —adH /dh),
ve salinim-kayip kosulunun olmasi (D # [ikgT) igin bir gerekge yoktur. Deterministik hiz ko-
runumlu olurken, gurdlti olmayabilir. Dolayisiyla, denge yakini dinamiklerin ¢esitli bildik sonucu
artik gecerli olmayabilir.

Bir 6rnek olarak, bir nehir boyunca akan suyu (veya gevre yolu boyunca trafigi) disinin.
Dinemigin deterministik kismi korunumludur (suyun miktari, ya da araba sayisi degismez).
Dolayisiyla, hiz, bir akimin diverjansidir, v = —Vf[h]. AKim, f bir vektordiir, ve problemdeki
diger iki vektérel nicelikten olusturulmalidir: gradyan operatérii V ve ortalama tagima yoni ¢.
(t birim vektbrii, akimin yada trafik akiginin yénini gésterir.). Akimin acihmindaki en diisiik
mertebeden terimler,

—j =t(ah — ghz + )+ Vh+ut(t-Vh+ - (VI1.65)

verir. Akimin, net akisa paralel ve dik bilesenleri

_‘Z” :ah: %h2+(V1+V2)a”h+"' ) (V|||66)
—jL=v101h+---
olur. Elde edilen hareket denklemi:
Oh(x,t A
(Gt ) = 0)(ah — §h2) + (11 + uz)aﬁh + 10T h+ -+ n(x,t) (VINLB7)

Harici girdi ve c¢iktilar yoksa (yagmur, siizme, veya c¢ikis yok), girilti de korunumludur, ve
bagdasikliklar

(n(a,t)) =0, ve (n(a,t)n(d’,t)) =2(Dygf + Diq?)d(t —)(2m)"6%(a + d')
(VII1.68)
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olur. Problemin simetrilerinin, girtltinin net akisa dik ve paralel bagdasikliklarinin farkli ol-
masina izin verdigine dikkat edin.

VIII.67 ve VIII.68 denklemleri bir zorlanan yayilma sistemi (ZYS) tanimlar [5], [6]. Denklem
VII1.67°deki ilk terim, hareketli bir referans sitemindeki salinimlara bakarak yok edilebilir

h(w),x1,t) = h(z) — at,x1,t) (VIIL69)

ve bundan sonra ihmal edilecektir. Dogrusal olmayan terimleri ihmal edersek, bu salinimlar,
esyoOnelimli olmayan gUrdltill yayilma denklemini saglarlar

h(x,t
%’;’) = 1 3Rh + v 03 h +(x, 1) (VIII.70)
burada v =vi+raVverv, =u. Simdi, Fourier modlari

1
7(q) = —— VIII.71
W= (ViIL71)

karakteristik zamanlari ile gevserler. Denklem VIII.48’e giden adimlari takip edersek

D 2+D 2
. 19 L91
lim (| h(q,t) |?) = ———— VIII.72
S (e == (VIIL72)
elde ederiz. Durgun bagdasiklik fonksiyonlari 2, gercek uzayda
d?=1q,dq Dyqt +D1q}
h(x) — h(0))? :/7“ _ , I
((h(x) = h(0))?) (2 2eosta Fan ) o
<DJ_ D) Vﬁl_lVJ_
N e
vy Y| (VJ-‘Tﬁ + I/Hxi)
(VI.73)

olarak davranirlar.

Bu bagdasikliklarin uzamsal olarak yaygin ve 6lgcek bagimsiz olduguna dikkat edin. Bu,
yeniden, korunum yasalarinin bir sonucudur. D, /v, = Dj/v; 0zel durumunda Einstein
bagintisi (D(q) « v(q)) saglanir, ve salinimlarin bagdasikliklari yoktur (C(x) o d%(x)D/v).
O zaman sonuglar, H o [d%h? Hamiltoniyen’i ile model B dinamiklerine karsilik gelir.
Bu sonug bize, denge yakinindaki dinamiklerin 6zel bir dogasini gésterir. Salinim-kayip
kosulu, denge durumuna yaklagsmayi saglamak icin gereklidir, ki burada genel olarak 6lgek
bagimsizhdi yoktur. Dider taraftan, bu kosulu kaldirmak, korunumlu bir sistemde GOB’na yol
acar. (D1 /v, # D) /v olmasi akisa paralel ve dik iki farkli sicakliga sahip olmak gibidir.)

2Denge digi durumlarda, durgun kelimesini uzun zamanlardaki davraniglari nitelemek igin kul-
lanacagiz
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Simdi, korunum yasalarini rastgele bir sekilde, probleme rastgele girdi ve c¢iktilar ekleyerek
kiralim (yagmur, gider, veya gikis seklinde). Guraltinun ézellikleri

(n(x,1)) =0, Ve ((x,0)n(x,t") =2D8(z) — )6 (xo —x' )5t — )  (VIIL74)

halini alir. Durgun durumda, momentum uzayinda

D
lim (| h(q,t) |?) = —5 VII.75
tl)rgloq (a,?) %) V||qﬁ _’_Vj_qi ( )
ve gercek uzayda
((h(x) = 0(0))?) & D (viaf +vpat) T (VIII.76)

Esyonsizlik disinda, bu sonug, x = (2 — d)/2 olmak Gzere, denklem VII1.61 ile aynidir.
Sonuglar, denklem VIII.67°deki (—AﬁHhQ/Q) dogrusal olmayan terimi tarafindan nasil
degisir? Once, uzunluklari ve zamani yeniden 6lcekleyerek, basit bir boyutsal analiz yapahm.
EsyOnsiz dlgeklemelere izin verirsek, T — bx ile beraber t — b*t, ¥, — bSZ, ve h — bXh
alirsak, denklem VII1.67
O 20 oy R = Npxlg 2 4 /210212 VII.77
ar = VIO h v BRI h = SYRTORT + v Vi)
olur, burada denklem VIII.74 n’nin dlgeklenmesini bulmak igin kullaniimigtir. Bdylece, ¢iplak
Olceklenme parametreleri

v = by

v, — bz—2CVJ_

N, (VII1.78)
D — bz—?x—C(d—l)—lD

olur. X’nin olmadigr durumda, daha 6nce karsilagtigimiz gibi, (o = 1, zo = 2 ve x = (2 — d)/2
secerek parametreleri dicek degismez (yani bden badimsiz) yapabiliriz. Ancak, bu secimle,
kOgUk bir A, yeniden élgeklemeden sonra

4 —
A= b\ gy = Td olmak Uzere (VII.79)

seklinde blylr. Dogrusal olmayan kisim, 6lgeklenme altinda blyudiginden dolayi, d < 4
boyutlarinda ihmal edilemez.

VIII.79 denklemleri, dogrusal limite kargilik gelen sabit nokta (6lcek bagimsiz denklem)
yakininda gecerli renormalizasyon gurubu (RG) olugtururlar. RG denklemlerini sonlu dogrusal
olmayan degerlerinde hesaplamak, tedirgeme hesaplari gerektirir. Bazen, hesaplamalari kolay-
lagtiran ve Ustel 6zdeslikler veren tam renormalize olmama kosullari vardir. Neyseki denklem
VIII.78 icin, Ug Usteli tam olarak belirlemege yetecek sayida bdyle 6zdeslik vardir.

1. Dogrusalsizlik, Fourier uzayinda g ile orantili oldugu igin, RG altinda, v, G degistirecek
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bir katki yaratmaz. Dolayisiyla, karsilik gelen, VIII.78 denklemlerindeki v, ’in ‘giplak’
Olgeklenmesi her zaman igin gecerlidir; sabit noktasi z — 2¢ = 0 Ustel 6zdesligini verir.

2. Dogrusalsizlik, korunumlu kisimda oldugu i¢in, korunumlu olmayan gurdltindn kuvvetini
renormalize etmez. D’nin renormalize olmamasi, z—2x —((d—1)—1 = 0 Gstel 6zdesligini
verir. (Bu kosulun, denge model B dinamiginde, dogal bir esi vardir, z —2x —d — 2 = 0,
ki bu da iyi bilinen z = 4 —  bagintisini verir.)

3. Denklem VIII.67 ¢ok klglk z; — z — dAt, t — t yeniden parametrelemesi altinda,
eger h — h + § olursa, degismezdir. )\ parametresinin hem denklem VIII.67'de
dogrusalsizligin katsayisi, hem de x| ve h yeniden parametrelemede degismez garpani
olarak géruldigune dikkat edin. Dolayisiyla, zorlanmig yayilim denkleminin bu simetriyi
koruyan herhangi bir renormalizasyonu, A\ katsayisini da degistirmemelidir, ki bu
z+ x — 1 = 0 Ustel 6zdegligini verir.

Kalan v parametresi, RG altinda gergekten banal olmayan bir evrimi takip eder. Ancak,
yukaridaki U¢ Ustel 6zdeslik, butlin d < 4 boyutlarinda tam Ustelleri vermek igin idealdir [2]

1—-d 6 3
X=o—y 2= (=—— (VI11.80)

VIILF Biyilyen Yizeyin Dinamigi

Cokme, veya molekuler isin epitaksi ile kristallerin hizli blyimesi, 6nemli bir teknolojik suregtir.
Ayrica, denge disi evrimlesme siirecinin de en basit 6rnegidir. Bu tir blyimede dogal olarak
olan salinimlarin dinamik élgeklenmesini anlamak istiyoruz. Yerel, deterministik hizin, v, ylizey
yUksekligine, h(x,t) bagimhhgini kurmak igin, sunlara dikkat edin:

(1) Ylzeydeki parcaciklarin yeniden diizenlenmesi delik ve bosluklar yaratabildigi sirece,
korunma yasalari yoktur.

(2) Bir dteleme simetrisi vardir, v [h(x) + ¢| = v [h(x)], ki bu v’nin sadece h(x)’in gradyan-
larina bagh oldugu anlamina gelir.

(3) Basitlestirmek icin, esyénli yizeylere odaklanacagiz, ki bunlarda bitiin x yénleri 6zdestir
[8]

(4) Yukari asag simetrisi yoktur, yani v [h(x)] # —v [—h(x)]. BOyle bir simetrinin olmamasi,
her pariteye sahip ek terimlere olanak tanir

Bu kosullarla, hareket denklemindeki en distik mertebeden terimler

Oh(x,t)
ot

:u+uV2h+%(Vh)2+---+77(x,t) (VII1.81)

verir [9], ki buradaki korunumsuz gurdltl, denklem VI1II.74’teki bagdasikliklari saglar.
Denklem VII1.81°de, u, ortalama biyame hizi ile iligkilidir. Gergekte, bltiin ¢ift terimlerin kat-
sayilari u ile orantili olmalidir, ¢tinkd, tercih edilen herhangi bir blyime ydnl olmadigi simetrik
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durumda, hepsi yok olur. wu sabiti, hareketli bir referans sitemine giderek, h — h — ut ko-
layca ortadan kaldirilabilir, dolayisiyla bundan sonra ihmal edileceklerdir. Banal olmayan ilk
terim dogrusal olmayan \(Vh)?/2 katkisidir. Geometrik olarak, bu terim, pargacik ekleyerek
blylmenin, ylizey gradyaninin normal yénde paralel taginmasi ile gergeklestigine dikkat ed-
erek aciklanabilir. (bkz Sekil 9.1'deki ig-sekil) Bu terim, herhangi bir Hamiltoniyenin degisimi
olarak agiklanamaz, yani v # —udH [h] /6h. Dolayisiyla, denge durumunun (Noether’in ku-
rami) tersine, 6teleme simetrisi bir korunma yasasi anlamina gelmez, v # —Vj.

Denklem VII1.81’in buylme olgusundaki é6nemi ile ilgili daha fazla delil, deterministik bdyd-
me’den gelir. Kigik ve diizgin bir kar yagisi disinin, ¢ = 0’daki ilk sekli ho(x) ile tanimlansin.
Dogrusal olmayan denklem, aslinda “Cole-Hopf” d6nisiminun yardimiyla dogrusallastirilabilir

W(x,t) = exp [QAVh(x,t)} (VIIL.82)

W (x,t) fonksiyonu, ¢arpilan gdrdiltila yayilim denklemine goére evrilir:

oW (x,t)

A
_ 2
T vVEW + 5 Wn(x,t) (VI11.83)

Gurultinan eksikliginde, n(x,t) = 0, denklem VIII.83, W (x,t = 0) = exp [Aho(x)/2v] baglangi¢
kosulu ile ¢dzilebilir, ve blylime sekKli

— 21 d ! _|X_X/|2 i
hx,t) = = ln{/d X exp{ -+ oh(x, 1) (VIII.84)

olarak bulunur. v — 0 limitini incelemek &greticidir, ki bu limit gergcekten kar yagisina uygundur,
¢lnki birikmeden sonra pek fazla yeniden dizenlenme yoktur. Bu limitte, denklem VIII.84’teki

integral semer noktasi yéntemi ile hesaplanabilir. Her x igin, Ustelin en ylksek degerini veren
bir x’ noktasi bulmaliyiz, ki buradan

h(x,t) = max {hg(x') _x 2_)\?/|2 } (VI11.85)

ile tanimlanan paraboloidler kiimesi elde ederiz. Bu tiir parabolik diziler, dogadaki pek ¢ok kat
kat blylme siirecinde yaygindir, biyolojik olusumlardan, jeolojik olusumlara kadar. A = 1 igin
olan sekiller, optikten tanidik olan, Huygens’in geometrik yontemiyle olusturulanlara 6zdegtir.
Buyime sekli (dalga 6ni), ilk seklin her noktasindan gizilen At yarigapli ¢emberlerin dig
zarfindan elde edilir. Denklem VII1.81°deki dogrusalsizlik, bu genisleyen dalga 6nleri sirecini
cebirsel olarak yakalar.

BlyUme ilerledikce, ylizey parabollerin kabalasmasiyla diizgiinlesirler. Bu 6zelliklerin ¢
anindaki tipik boyutu ne kadardir? Denklem VIII.85deki Ustelin en blylk degerini bulurken,
|x — x'|?/2)t azalmasini dengelememiz gerekir, ki x’den uzak bir nokta segerek ho(x’)'tindeki
olasi bir kazangla yapabiliriz. Son 6lcekleme, ilk sekil engebeliligi ile kontrol edilir. ilk seklin
engebeliligine sahip bir éz-afin fraktal oldugunu varsayalim, yani

|ho(x) — ho(x')| ~ |x — x|X (VII1.86)
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Figure VIIl.1: Denklem VIII.81'e gore deterministik blylme, kabalasan paraboloid
sekline yol acar. Tek boyutta, arayiiziin egimi ‘sok Onleri'ni olusturur. I¢ resim, dik
yondeki yan blylimenin projeksiyonudur.

(Mandelbrot’a gore, daglar icin x =~ 0.7 [1].) Denklem VIII.85’teki iki terimi dengelemek

no

(0z)

(62)X ~ — bz~ 1Y% 24y =2olmak lizere (VII1.87)

verir. Ornek olarak, eder ilk sekil d = 1'de rastgele yliriy(s ise, x = 1/2 ve z = 3/2. Bu, bilginin
sekil boyunca yayilimdan §z ~ t%/3 daha hizli bir sekilde dagiimasina yol agar.
Egimin, #(x,t) = —AVh(z, 1),

Dy _ 00 _ 5. 5.

o = a—i—v‘Vv—l/V U —AVn (VII11.88)
denklemini sagladigina dikkat ediniz. Yukaridaki, korunumlu bir kuvvet, f = —AVy tarafindan
rastgele karistirilan, agdalihgi v olan bir sivinin hizi igcin Navier-Stokes denklemidir[10]. Ancak,
sivi girdapsizdir ¢link

— —

G=Vxi=-AVxVh=0 (VI11.89)

Bu, sivilarda sok dalgalarinin olusmasi icin basit bir érnek olan Burgers denklemidir[11].
d = 1'de denklem VII1.85’in gradyani, zamanla kabalasan, testere disi seklindeki soklar verir.
Ayrica, d = 1'de, denklem VIII.67’nin, ¥ A’nin rolinu oynayarak, VII1.88’in zorlanmis yayilma
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denklemine denk olduguna da dikkat edin.

Dogrusal olmayan bir terimin varliginda, rastgele pulrizlenmeyi incelemek igin, denklem
VIII.77°deki gibi bir élgeklenme analizi yapalim. x — bx, t — b*t, ve h — bXh Olgeklenmesi
altinda, denklem VI11.81

Nl A

DXE o = vV DBV n(bx, b) (VII1.90)

halini alir. DonGstirdimis gurdltinin, »'(x, t) = b* Xn(bx, b*t), bagdasikliklar

' (x, ) (x', 1)) = b**2X2D§(x — x)b~45(t — t')b~?
b2 (x — x')o(t — t) (VIIL.91)

denklemini saglar. Bu d6lgeklenmeyi takiben, denklem VII1.81deki parametreler

v — b* 2y
A = DXTET2) (VII1.92)
D — b*2x71p

ifadelerine dénuglr. A = 0 igin, denklem, zy = 2 ve xo = (2 — d)/2 segerek dlgek bagimsiz
hale getirilebilir. Bu dogrusal sabit nokta yakininda, \, b®txo—2)\ = p2=d)/2)’ya diceklenir,
ve d < 2'de 6nemli bir operatdrdir. Gergekten, tedirgemeli dinamik renormalizasyon gurubu,
d = 2de sinirda énemli oldugunu soyler, ve bltin boyutlarda, yeterince biyuk bir A, yeni
Olgceklenme davraniglarina yol acar. (Sonraki kisimda bu daha fazla tartisilacak.)

Tam dogrusalsiz rastgele denklemin Ustelerinin bulunmasina yardimci olacak herhangi bir
renormalize olmama kosulu var midir? VI11.81 ile VIII.88 denklemleri basit bir déniistimle bir-
birleriyle iligkili olduklarindan, ayni élgeklenme &zelliklerine sahip olmalidirlar. Navier-Stokes
denklemi, sivi parcaciklar igin Newton hareket yasalarindan elde edilebildikleri igin, dizgln
hareket eden bir koordinat sistemine degistirme Galilean doniismezligi vardir. Bu simetri daha
blylk 6lgeklere renormalize edilirken korunur ve denklem VI11.88’in sol tarafindaki iki terimin
oraninin (0,7 ve v - V%) bir olarak kalmasini saglar. Denklem VII1.81 cinsinden, bu A parame-
tresinin renormalize olmamasi anlamina gelir, ve buradan

X+z=2 (VI11.93)

elde edilir.

Neyazik ki, baska renormalize olmama kosulu, d = 1'deki harig, yoktur. Denklem VIII.36’y
takiben, dizilim olasihgi icin Fokker-Planck denklemini
50

Kuv% - ;\(Vh)2> P - DM(X)} (VII1.94)
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olarak elde ederiz. Denklem VII1.81, bir Hamiltoniyen'den elde edilmedidi igin, genel olarak,
uzun sirelerde duragan ¢6zim bilmiyoruz. d = 1'de, bir tahmin yapar, ve

%W@mwd /mah} (VIIL.95)
seklinde bir ¢dzim deneriz.

67)0 (573() _Z 9
Sh(x) 5@.h) ~ D\%Po (VI11.96)

oldugundan, denklem VIII.94'ten

9Po
ot

2 2 Voo
6h (8h+ (0zh)* — D arh)

= ——Po/dx—(?Q )(0zh)? z——Po/da (

) 0 (VIIL9Y)

elde edilir. Dolayisiyla, tek boyutlu denklemin duragan ¢6zimind bulduk. (Bu islem daha
yUksek boyutlarda ¢alismaz, ¢lnk{ son sonucu tam tiirev olarak yazmak mimkin degildir.)
Sasilacak sekilde, duragan dagilim, dengedekinin D/v ile orantili sicakliktakinin aynisidir.
Dolayisiyla, pirizIGlok Gstelini x = 1/2 olarak hemen belirleriz, ki denklem VII1.93’teki Ustel
6zdegligiyle beraber, z = 3/2 verir, yani slper-yayilim davranigi.

Kuvvetli dogrusalliksiz durumundaki Ustellerin degerleri, daha Ust boyutlarda tam olarak
bilinmemektedir. Ancak, buylmenin yogun sayisal similasyonlari oldukg¢a glvenilir tahminler
vermistir. Ug boyutta biyitilen bir yiizey igin fiziksel olarak ilging durumda (d = 2), x ~ 0.3 ve
z ~ 1.61[12]. Ustellerin genel d boyuttaki degerlerine oldukgca iyi (ama tam olmayan) uydurma
Kim ve Kosterlitz tarafindan yapilan asagidaki tahmindir[13]

2 2(d +2)
X~ -—- Ve z =

T3 s (VI11.98)
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