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I.C Faz Gecisleri

Parcaciklar arasindaki etkilegimlerin en gdésterigli sonucu, kollektif davraniglar bir kag
pargacigin davranisina ¢ok az benzeyen yeni fazlarin ortaya ¢ikmasidir. O zaman, pargaciklar
bir makroskopik durumdan, tamamen farkli birine nasil déndsdrler. Bigimsel bir bakis agisiyla,
bltiin makroskopik &zellikler, serbest enerji ya da bélisim fonksiyonundan elde edilebilir. Faz
gecisleri, tipik olarak, tepki fonksiyonlarinda dramatik degisimler igerdigi icin, serbest enerjideki
tekilliklere karsihk gelmelidirler. Sonlu parcacik igin bélisim fonksiyonu her zaman igin analitik
bir fonksiyondur. Dolayisiyla, faz gegcisleri, ve analitik-olmayan 6zellikleri, sonsuz pargacik igin
gecerlidir, yani termodinamik limitte, N — oo. Dolayisiyla, faz gegcislerinin incelenmesi, serbest
enerjideki gesitli tekilliklerin temellerinin incelenmesi ve siniflandiriimasi ile ilgilidir.

Faz gegislerinin klasik bir 6rnegdi, bir gazin siviya yogusmasidir. Sivi-gaz yogusmasi
gegisinin bazi 6nemli 6zellikleri:

(1) Sicakhk/basin¢ dizleminde, (T, P), faz gegisi, kritik noktada (1., P.) biten bir dogru
Uzerinde olur.

(2) Hacim/basing dizleminde, (P,v = V/N), gegis, T < T. sicakliklarinda, yogunluklari
pg = 1/v, ve ps = 1/v, olan bir gaz ve sivi karisimina kargilik gelen bir beraber varolma
araligi olarak ortaya ¢ikar.

(3) Beraber varolma gizgisinin bitmesinden dolayi, gaz fazindan, sivi fazina, kritik noktanin
etrafindan dolanarak, sirekli olarak (faz gecisi olmadan) gegilebilir. Bu ytzden, sivi ve
gaz fazlar arasinda temel bir fark yoktur.

Matematiksel agidan, bir sistemin serbest enerjisi, faz sinirlari boyunca yer alan bir tir dal
kesigi disinda, (P,T) dizleminde analitik bir fonksiyondur. Ayrica, kritik noktanin yakinindaki
g06zlemler gostermigtir ki:

(4) T.ye yaklastikga, beraber var olan sivi ve gaz fazlarin yogunluk farklari yok olur, yani
T— ch iken Psiw1 — Pgaz

(5) Basing-hacim essicaklik egrileri, yiksek sicakliklardan T.'ye yaklastik¢a, giderek daha
yatik hale gelirler. Bu, sabit sicakliktaki sikistirilabilirligin, kp = —0V/0P|p/V, T — T.+
durumunda iraksayacagi anlamina gelir.

(6) Kritiklige yakinken, sivi “sttims0” géranlr. Kritik donukluk olarak bilinen bu olay, gazin
icindeki, yeterince uzun dalgaboylu kollektif dalgalanmalarin 111 sagtigini ima eder. Bu
dalgalanmalar, pek cok parcacigi icermelidirler, ve dolayisiyla, bir kabalastirma islemi
tasvirlerini yapmak i¢in uygun olabilir.

ilgili, ama daha az bilinen, bir faz gegisi, demir ve nikel gibi bazi maddelerin paramanyetik
ve ferromanyetik fazlar arasinda da olur. Bu malzemeler, belli bir Curie sicakhgi, T, altinda
kendiliginden miknatislanirlar. T < T, i¢in, manyetik alan h sifira giderken, bu malzemelerin
miknatislanmalarinda bir sireksizlik vardir. (h,T) duzlemindeki faz diyagraminin, ve mikna-
tislanma es-sicaklik egrilerinin M (h), yogunlasma problemindeki denkleriyle gok benzerlikleri
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vardir. iki durumda da, siireksiz gegis cizgisi kritik noktada son bulur, ve es-sicaklik egrileri bu
nokta civarinda, tekil davranig sergiler. Miknatisin faz diyagrami gériintii olarak daha basittir,
¢lnkd, h — —h simetrisi, kritik noktanin h. = M, = 0’da olmasini saglar.

I.D Kritik Davranis

Kritik noktanin yakinlarindaki tekil davranig, bir gurup kritik dstler ile karakterize edilir. Bu Ustler
degisik termodinamik fonksiyonlarin analitik olmamalarini tanimlarlar. En sik kargilagilan Gstler
asagida siralanmigtir:

e Diizen Parametresi: Tanimi geregi, beraber varolma gizgisi lizerinde, birden fazla denge
fazi vardir. DUzen parametresi, her fazda farkli olan bir termodinamik fonksiyondur, dolayisiyla,
onlari ayirt etmek igin kullanilabilir. Bir miknatis igin, miknatislanma

1
m(T) = 3 lim M(h,T),

dlzen parametresi olarak davranir. Sifir alanda, m bir paramanyet i¢in sifir, ferromanyet icin
sifirdan farkhdir, yani indirgenmis sicaklik t'yi t = (T, — T') /T, olarak tanimlarsak:

0 T>1T, igin

1.20
It T <T. igin (120)

m(T,h=0) x {
Dolayisiyla, beraber varolma cizgisi boyunca, dizen parametresinin tekil davranisi, g (steli
tarafindan belirlenir. Kritik es sicaklik egrisi Gzerindeki m/’nin tekil davranisi

m(T = T,, h) x h'/° (1.21)

seklinde tanimlanan bir bagka Ustel ¢ tarafindan belirlenir.

Sivi-gaz beraber varolma gizgisi tGzerindeki iki faz, yogunluklariyla birbirlerinden ayrilirlar, ve
yogunluk farki p — p., p kritik yogunluk olmak Gzere, diizen parametresi gérevi gordir.

e Tepki Fonksiyonlari: Kritik bir sistem, dis tedirgemelere karsi oldukca hassastir, sivi-gaz kri-
tik noktasindaki sonsuz sikistirilabilirlikte oldugu gibi. Dizen parametresinin, eslenik bir alana
tepkisindeki iraksama, Ustel v ile belirlenir. Mesela, bir miknatista,

X+(T,h=0) o |t]7* (1.22)

burada, esas itibari ile, faz gegisinin iki tarafindaki iraksamayi tanimlamak igin iki v, ve ~_
Ustelleri gerekmektedir. Gercekte, neredeyse bitin durumlarda, iki tarafta da ayni tekillik
hakimdir ve v, = v_ = . IsI sigasi, termal tepki fonksiyonudur, ve sifir alanda tekilligi Gstel o
ile tanimlanir, yani

Cu(T,h = 0) o |t| 7. (1.23)

e Uzun-erimli Bagdasikhik: Tepki fonksiyonlar, denge salinimlaryla ilgili oldugu igin,
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iraksamalari, salinimlarin uzun mesafelerde bagdasik oldugunu cagristirir. Manyetik
alinganligi géz 6nine alarak bunu ispatlayacagiz. h alanindaki (Gibbs) bélisim fonksiy-
onundan baslarsak, Z(h) = iz{exp[—fHo + ShM]}, miknatislanma (M) = d1n Z/d(Bh) =
iz{ M exp[—FHo + BhM]}/Z seklinde hesaplanabilir. O zaman, alinganlik, miknatislanmanin
degisimine

X = 88—]\; = f {;IZ[Z\J2 exp(—OHo + ShM)] — %IZ[M exp(—FHo + ﬂhM)]Q}
_ kBlT ((ar2) — (1?) (1.24)

olarak baglidir.
Genel miknatislanma, sistemin farkh kisimlarinin katkilarinin toplanmasi ile elde edilir, yani

M= / &m(7) (1.25)

(Simdilik, miknatislanmayi, skalar olarak kabul ediyoruz.) Yukaridakini, denklem [.24’e yerlesti-
rirsek

kpTx = /d3??d37"(<m(??)m(7“4)> = (m(7)) (m()))- (1.26)

elde ederiz. Homojen bir sistemin, ételeme simetrisi, (m (7)) = m’in bir sabit olmasini, ve
(m(7)m(7)) = G(7¥ — 7)’in sadece ayriimaya bagli olmasini gerektirir. Sonucu,

(m(P)m())e = (m() — (m()(m(7') — (m(i)))) = G ') —m? (1.27)

seklinde tanimlanan baglantili bagdasiklik fonksiyonlari cinsinden ifade edebiliriz. Kiitle
merkezi koordinati Gzerinden denklem 1.26’nin integrali, bir hacim ¢arpani getirir ve alinganlik

x =8V [ dtm(im(o). (1.28)

olarak bulunur.

Baglantih bagdasiklik fonksiyonu, sistemin bir par¢asindaki yerel dalgalanmalarin, bagka
pargalardakileri nasil etkilediginin bir dlcisudir. Genellikle, bu tir etkiler, bagdasiklik uzunlugu,
&, denen karakteristik bir mesafeden olur. (BlyUk ayrilmalarda, bu fonksiyonun sifira gitmesi
gerektigi acikga gosterilebilir; pek ¢ok durumda G.(¥) = (m(#)m(0))., |#] > £ oldugu du-
rumda exp(—|7]/€) gibi sifira gider.) g, |7] < £ igin, bagdasiklik fonksiyonunun tipik bir degerini
gostersin. Denklem 1.28'den, kgTx/V < ¢&3 oldugu, ve x — oo durumunda, ¢ — oo olmasi
gerektigi aciktir. Bagdasiklik fonksiyonundaki bu iraksama, kritik bulanikh@r da agiklamaktadir.
Bagdasiklik fonksiyonu, sagiima arastirmalariyla élgilebilir ve iraksamasi

Ex(Tyh =0) o [t| 77, (1.29)

vy = v_ = v Ustelleri ile kontrol edilir.
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Il. LANDAU-GINZBURG YAKLASIMI
ILA Giris

Bir dnceki bolimde, termodinamik fonksiyonlarin, kritik noktadaki (beraber varolma ¢izgisinin
sonu) tekil davraniglarinin, bir kime kritik Ustellerle {«, 3,7, - - -} karakterize edilebileceginden
bahsetmigtik. Deneysel gbzlemler, bu Ustellerin oldukga evrensel, yani incelenen malzemeden
ve, bir raddeye kadar, faz gegisinin dogasindan bagimsiz, oldugunu gostermektedir. Mesela,
CO9’nin yogusmasindaki beraber varolma sinirinin sonu ile bir protein ¢ézeltisinin seyreltilmis
ve yogun bilesenlerine ayrilmasi, ayni tekil davranigi géstermektedir. Bu evrensel davranisin
aciklanmasi gerekmektedir. Ayrica, tepki fonksiyonlarinin iraksamasinin, dalgalanmalarin
sagiimalarla dogrudan incelemeleriyle beraber, kritik noktanin yakinlarinda bagdasikliklarin
uzun erimli bir hal aldiklarini gdsterdiginden de bahsettik. Bdyle bagdasik salinimlar pek
¢cok parcacigi icerir (¢ > a, a pargaciklar arasi tipik bir uzakhk olmak Uzere), ve, esneklik
kuramindaki anlamiyla, bir kabalastirma tasvirleri icin uygun olabilir. Burada, bdyle bir
istatistiksel alan teorisi olusturacagiz.

Sonuglar daha genel olmakla beraber, tartismalarimizi, simetrileri daha agik olan manyetik
sistem etrafinda yapacagiz. Curie noktasina yakin bir metal, demir diyelim, dislnelim.
Miknatislanmanin mikroskopik temeli, kuantum mekanikseldir, gezici elektronlar, onlarin
spinleri ve diglama ilkesi gibi elemanlar icerir. Agikga, mikroskopik bir tasvir oldukca karisik, ve
malzeme bagimhdir. Boyle bir kuram, hangi elementlerin ferromanyetizmaya sahip oldugunu
bulmak igin gereklidir. Ancak, bdyle bir davranis varsa, mikroskopik teori bunun termal
salinimlar sonucu yok olmasini agiklamak igin mutlaka faydah degildir. Bunun sebebi etkilegen
elektron toplulugunun (kuantum) istatistiksel mekaniginin fazlasiyla karmasik olmasidir.
Curie noktasi yakininda, istatistik mekanigi faz gecisinden sorumlu olan, énemli serbestlik
dereceleri, spinlerin uzun dalgaboylu kollektif uyanimlaridir (distk sicakliklarda, 1s1 sigasini
domine eden uzun dalgaboylu fononlar gibi). Bu sebepten, miknatisi ag araligindan ¢ok
daha biyik oélceklere kabalagtirabiliriz, ve pargacik spinlerinin x yakinlarindaki ortalamalarini
gbsteren miknatislanma 7:(x)’i tanimlayabiliriz. Burada, her ne kadar x slrekli bir degisken
gibi dustinulse de, m fonksiyonu, ag araligi mertebesindeki mesafelerde herhangi bir degisim
gbstermez, yani Fourier ddniisim{, sadece, A ~ 1/a Ust sinirina kadar dalga-sayilarini igerir.

Baska tur faz gecislerini tasvir ederken, ni(x) rolin(, uygun diizen parametresi yogunlugu
alir. Bu yl0zden, d boyutta var olan, n-bilegenli spinler icin genellestiriimis miknatislanmay!
incelemek faydalidir, yani:

X = (x1,X2,-+,%Xq) €RY  (uzay) , M= (my,mg,---,my) €R" (spin)
Bu gergevede kapsanan problemler:
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n=1 sivi-gaz gegislerini, ikili karigsimlari, ve tek eksenli miknatislanmayi tasvir eder
n=2 suUperakiskanlik, stper iletkenlik ve dizlemsel miknatislari tasvir eder
n=3 klasik miknatislara karsilik gelir

Fiziksel durumlarin cogu tc¢ boyutta (d = 3) olsa da, ylzeylerde (d = 2), ve tellerde (d = 1) de
6nemli olaylar vardir. Géreceli alan teorisi de benzer bir yapiyla tasvir edilir, ancak d = 4’te.

Deforme olmus katida oldugu gibi, uygun simetriler tzerinden yerel etkin Hamiltoniyeni
BH[m] = [ d¥x®[ni(x)] olusturalim. Malzemenin, diizgiin ve yén bagimsiz oldugunu varsay-
acagiz, bodylece x uzayindaki bitln yoénler ve noktalar 6zdes olacak. Dis bir manyetik alanin
olmadigi durumda, miknatislanma icin bitin yonler 6zdestir, ve bdylece, n-boyutlu uzaydaki
herhangi bir R,, donmesi icin, H[R,ni(x)] = H[mi(x)]. ®[7i(x)]'nin agihminda var olabilecek, bu
simetriyle tutarli bazi terimler:

m2(x) = (x) i) = Sommit) , mix) = (mAe0) L mle

Dénmesel simtriyi kiran, kiglk bir manyetik alan da eklersek, ®’nin acihmindaki en dusik
mertebeden terimler Landau-Ginzburg Hamiltoniyen'i olarak bilinen

1

ﬁ'Hz/ddX [;mQ(X)+um4(X)+[;(Vm)Q—f—--‘— - m(x) (1.1)

ifadesini verir. (Manyetik alan, ayrica daha yiiksek mertebeden, m2m - k ile orantili terimler de
yaratir, ancak bu terimler um* teriminden daha az 6nemlidir.)

Denklem 1.1 sadece simetri temelinde olusturulmustur, ve bir gurup olgusal parametr-
eye {t, u, K, ---} baghdir. Bu parametreler, evrensel olmayan mikroskopik etkilesimlerin
ve sicaklik ve basing gibi dis parametrelerin bir fonksiyonudur. Genelde, pek cok kafa
karisikh@inin sebebi olan ikinci noktayi tam olarak kavramak gerekir. Belli bir konfiglirasyonun
olasiligi Boltzmann agirhigi exp{—3H[m(x)]} ile verilir. Bu, Usteldeki batin terimlerin (kpT)~!
ile orantili oldugu anlamina gelmez. Bu bagimlilik, sadece gergek mikroskopik Hamiltoniyen
icin gegerlidir. Landau-Ginzburg Hamiltoniyen’i daha ziyade, mikroskopik serbestlik derecelerin
ortalamalarini m(x)’e sabitleyerek, Uzerlerinden integral alarak (kabalastirma) elde edilen
bir etkin serbest enerjidir. Temel prensiplere dayanarak boéyle bir programi uygulamanin
zorlugundan dolayi, sonug olarak elde ettigimiz etkin serbest enerjiyi sadece simetrileri kulla-
narak olusturdur. Odedigimiz bedel, olgusal parametrelerin, 6zgiin mikroskopik parametrelere,
sicaklik gibi digsal parametrelere bilmedigimiz bir bagimhhgi olmasidir (¢inku, kabalastirma
slrecinde kaybolan kisa mesafeli salinimlarin entropisini géz dniine almamiz gerekmektedir).
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I.LB Semer Noktasi Yaklasimi, ve Ortalama-Alan Ku-
rami

Asil problem, denklem Il.1°’deki Landau-Ginzburg Hamiltoniyen’i tarafindan tasvir edilen kaba-
lastiriimig miknatislanmaya odaklanarak oldukga basitlestirildi. Cesitli termodinamik fonksiyon-
lar (ve tekil davranislar), ilgili b6lisiim fonksiyonundan elde edilebilir:

Z— / Dis(x) exp{ —FH[(x)]} (I1.2)

Hamiltoniyen’de gérlinen serbestlik dereceleri x’in fonksiyonlari oldugu igin, | Dm sembold,
fonksiyonel integral anlamina gelir. Gercekte, fonksiyonel integral, kesikli integrallerin bir limiti
olarak dugtinilmelidir. = koordinatini A/ tane, aralarindaki mesafe a olan i noktalarindan olugan
bir ag Gzerine kesikli hale getirdikten sonra

N
/Dm(x)}" [m(m), %—ZL, } EA}iirldemiF [mi, w,
(Fonksiyonel integrallerin varligi ile ilgili bazi endigeler vardir. Problem, kisa mesafelerde, ¢ok
kot davranan fonksiyonlarin var olmasina yol acan, ¢ok fazla serbestlik derecesinin olmasi
ile ilgilidir. Bu konular bizi ilgilendirmemelidir, ¢cinki temel problemin kisa mesafe davranigini
sinirlayan iyi tanimli bir ag arahgina sahiptir.)

Landau-Ginzburg bdliisim fonksiyonunun hesabi yine de zordur. ilk adim olarak, den-
klem Il.2'deki integralin, integrali alinan ifadenin en blylk degeri ile yer degistirdigi semer
noktas yaklastirmasii uygulariz. Bir miknatistaki etkilesimlerin dogal egilimi, miknatislanma
vektorlerini paralel tutmaktir, dolayisiyla, denklem Il.1°deki K sabitinin pozitif olmasini bekleriz.
integrali alinan ifadenin en biiyilk degerini almasina yol agan 7 diizeni diizgiindiir, ve

BF = —InZ ~V min{®(m)},, (1.3)
Dlzgiin miknatislanma

T(m)=-m>+um*+---—h-m (11.4)

N | o+

ifadesinin en kicUk degerini aldigi m(x) = mh degerinde olur.

Kritik noktanin civarindaki m kiguktar, ve ¥ (m)’in agihmindaki en disik kuvvetleri almak
yeterlidir. (Daha sonra, ihmal edilen terimlerin gercekten de kigulk olduklarini tutarli olarak
kontrol edebiliriz.) ¥ (m)’in davranigi, ¢t parametresinin isaretine ¢ok baglidir.

(1) t > 0 icin, doérdiinci mertebeden terimi ihmal edebiliriz, ve en kiicik deger m ~ E/t’de
olur. Miknatislanmanin . — 0 iken sifira gitmesi, paramanyetik davranigi isaret eder.
Alinganhk x = 1/t, t — 0 iken iraksar.

(2) t < 0igin, kararhhg (yani sonlu miknatislanmayi) garantilemek igin, pozitif bir v degerli
dérdinci mertebeden terime gerek vardir. ¥(m)’in, m’in sifirdan farkli degerlerinde,
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yozlasmis en kiiglk degerleri vardir. Bu sebeple, ferromanyetik davranisa isaret eden,
h = 0 olsa bile, kendiliginden miknatislanmasi vardir. 777'in yonii, sistemin hazirlanmasi
ile belirlenir, ve harici bir & alani ile yeniden dlzenlenebilir.

Bu sekilde, Landau-Ginzburg béliisim fonksiyonunun semer noktasi hesabi, ¢ > 0 icin para-
manyetik, ¢ < 0 igin ferromanyetik davraniglara yol agar. Bdylece, Landau-Ginzburg Hamil-
toniyen’inin faz diyagramini, bir miknatisin faz diyagramina

t(T,---) = a(T —T.) + O(T — T.)?,
wT, ) =u+uw (T -T.) +O(T - T.)% (1.5)

olarak tanimlayarak eslestirebiliriz; burada a ve u malzemeye baglh bilinmeyen pozitif sabitlerdir.
Temel fikir, olgusal parametrelerin, T'— T, cinsinden Taylor agilimi yapilabilinen sicakhgin fonk-
siyonu olmalaridir. Deneysel faz diyagramlarini elde edebilmek icin gereken asgari kosullar,
denklem 11.5’'de kapsanmaktadir. Acilimdaki bagka bazi terimlerin, a veya w gibi, sifir olmasi
tabi ki mimkinddr. Ancak bunlar, genel olmayan, ve muhtemelen bagka sistem parametreleri
degistirerek ortadan kaldirilabilen durumlardir.
Simdi, denklemler 11.3 ve 11.4 tarafindan 6ngdrilen tekil davraniglari inceleyelim.
e Miknatislanma: Sifir alanda, 0¥ /0m = tm + 4um?® = m(t + 4um?) = 0'dan,

(1.6)

m = - O
. t<0gin

~ { 0 t >0 igin
elde ederiz. Bdylece, evrensel Usteli 5 = 1/2 olarak buluruz, genligi ise malzeme bagimlidir.
e Isi Sigasi: Serbest enerji (h = 0)

BF

0 t >0 igin
- = mln\Il(m> — { 2 > ¢

L (1.7)
—16; t <0 1gin

Vv

olarak verilir. t = a(T' — T¢.) + - - -; 0/0T o 9/0t oldugu igin ve

C= (1.8)

% f 82(6F>_{0 t>0 icin
v

_ x — el
oT? ot2 & t<0 igin

IsI sigasinda bir iraksama yerine bir siireksizlik géririiz. Eger tekilligi bir kuvvet yasasi ile tasvir
etmekte Israr edersek, Usteli « = 0 olarak secmeliyiz.

e Alinganlik: ’nin varliginda, 7 = m(h)h olmasini bekleriz, ve % /Om = 0’dan, tm + dum?* =
h elde ederiz. Dolayisiyla

t t > 0 igin,
—2t t<0 igin

,_ Oh

X5 =t+4 12um? = { (1.9)

I ln=o
Bdylece, alinganliktaki tekillik, v+ = v— = 1 olmak Gzere, x+ ~ A4 |t|77* olarak tanimlanabilir.
Ay genlikleri malzeme bagimli olmakla beraber, oranlarinin A, /A_ = 2 olarak evrensel oldugu
ongorulir. (Daha sonradan goérecegimiz gibi, simdiye kadar hesapladigimiz, boylamsal alin-
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ganliktir. Ayrica, T,’nin altinda her zamana sonsuz olan enine alinganlik da vardir.)
o Durum Denklemi: Kritik es-sicaklik egrilerinde ¢ = 0, miknatislanma m = (h/4u)'/? olarak

davranir, yani

m(t =0,h) ~h'/° 5 =3 olmak lizere. (1.10)
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