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8.334 istatistiksel Mekanik Ii i Test 2
Tekrar Problemleri & Coziumleri

Test, ‘kapali kitaptir, ancak isterseniz, tek-tarafli formul sayfasi getirebilirsiniz. Bu sayfanin
amaci, dnemli formil ve denklemleri hatirlatmaktir, ve buradaki cevaplarin kisa yazimi degildir.
Bu ayricalik kétlye kullanilirsa, ilerideki sinavlarda geri alinacaktir. Test, tamamen asagidaki
sorularin bir alt kimesinden olusacaktir. Dolayisiyla bu sorularla yakinsaniz ve rahatsaniz,
herhangi bir stirpriz olmayacak!

*kkkkkkk

1. Swilarda Olgeklenme: Sivi-gaz kritik noktasi yakininda, serbest enerjinin F/N =
t2=2g(5p/t?) seklini aldigi kabul edilir, ki burada t = |T" — T,|/T. indirgenmis sicakliktir, ve
op = p — pc kritik nokta yogunlugundan sapmayi Olger. Herhangi bir Q(¢,dp) termodinamik
niceliginin énde gelen tekilligi, p = p. esyogunluk Gzerinden kritik noktaya yaklasirken ¢*
seklindedir; veya T' = T, egsicaklik egrisi Uizerinden bir yol icin 6 p¥ seklindedir. = ve y Ustellerini
asagidaki nicelikler igin bulunuz:

e Herhangi bir termodinamik nicelik Q(¢, p)

Q(t,0p) =t"%gq (fg)

Olgeklenme formunda yazilabilir. Dolayisiyla, @’nun énde gelen tekil davranisi, ép = 0 ise,
yani kritik esyogunluk egrisi Gzerinde, t*@ geklindedir. Herhangi bir @ igin, kritik essicaklik
egrisi Gzerinde, t — 0 iken t’den bagimsiz olmasi kosulu, dlgekleme fonksiyonunun, argimani
yeterince blyuk ise,

lim gg(z) = z%e/B

Tr—00

olmasini gerektirir, bdylece

Q(0,6p) x (dp)¥2, wyg = % olmak Uizere

(a) Parcacik basina i¢ enerji (H)/N, ve parcacik basina entropi s = S/N.
e Parcacik basina serbest enerjinin

_F_Qfa 5[)
f_N_t g(ﬁ’)

_ 1
T

- ()
, - T, gs 8

olarak verilir, bdylece s = 1 — a ve ys = (1 — a)/(. i¢ enerii igin,

ve T < T, oldugunu varsayalim, dolayisiyla - = —A £ Buradan, entropi

_of) _1of
oT|y T. ot

S =

SE

H o 0
—Ts, veya <N> ~Tes(141) ~t gy (tg>

1 www.acikders.org.tr



8.334 istatistiksel Mekanik |1 l%" Test 2

dolayisiyla zyy =1 —ave yy = (1 — a)/p5.
(b) Cy =T0os/0|y ve Cp = T0s/IT|p 1sI sigalar.
e Sabit hacimdeki 1sI sigasi

_0s
Y

_t <5P)
, - TIVA\W

Sabit hacimde 1s1 sigasini hesaplamak icin, ilk édnce sabit P’'de dp(t) bagintisini belir-
lememiz gerekir. Bu amagla,

oP
8(5p’ _ ot P
t 9P
ole &,

termodinamik 6zdesligini kullanacagiz. P basinci

oF of o op

olarak belirlenir, ki §p < ¢ igin

Gp| ettt
P

—a— d
P t2—ahB (1 + Atg> , dolayisiyla { op

oPrP 2—a—20
207 |, xt

olarak davranir. Diger u¢ durumda 5p > t7,

o) —a—
871;‘0 x 8p(i-a=B)/8

P  §p2==0)/B (1 + Bt) , Ve {

(5p1/ﬂ oP

(95;) ’t X 5p(27a72/8)/5

burada, yeniden, P’nin §p — 0 iken dp'ya, ve t — 0 iken t'ye bagl olmamasini sart kogtuk.

Onceki sonuglardan, simdi

&;P’ o1 = dpxt?

olarak belirleyebiliriz. Bu bagintilarin herhangi birinden 6p o t° olarak elde ederiz, ve
dolayisiyla entropi s oc t'=%. Sabit basingtaki i1sI sigasi

_ a
Cpxt™@, zcp,=—a Ve yc,=-—— Ie

g

(c) Essicaklik sikigtinlabilirligi k- = dp/0P|r/p, ve termal esnema katsayisi o = 0V/0T'|p/V .

(b) ve (c) kisimlarinda elde ettiginiz sonuglarin Cp—Cy = TV o?/k termodinamik 6zdegligi
ile tutarh oldugunu kontrol ediniz.
e Essicaklik sikistirilabilirligi ve termal genlesme katsayilari, 6nceden elde edilen bagintilardan
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8.334 istatistiksel Mekanik |1 l%" Test 2

bazilarini kullanarak hesaplanabilir:

1 oP

T_,Oc 6,0

10
wr = 1 20

p OP

-1 1 o202, <5p)
- K
T P to

burada =, = a + 26 —2,ve y, = (« + 28 —2)/5. Ve

1 oV
o=

S vVor

o
p Pl Otlp

o -1

burada z, = 5 —1ve y, = (8 —1)/3. Dolayisiyla, acik¢a, bu sonuglar termodinamik 6zdeglikle
uyumludur:
(Cp—Cy)(t,0) x t®, veya (Cp—Cy)(0,8p) x dp~ /8

ve
2 2

a—(t,O) xt™ % veya a—(O,c?p) x dp~ /B
KT RT
(d) T < T. icin, beraber varolma egrisi boyunca, erime isisinin davranigini kabaca ¢izin, ve
t’nin fonksiyonu olarak tekilligini bulun.
e Erime 1sisI
L=T(sy —s_)

beraber varolma egrisi boyunca tanimhdir, ve daha 6nce gérdigimiz gibi
_ J
Tsy =t 7%, <f;)

Beraber var olan iki fazdaki yogunluk farki, diizen parametresidir, ve t° gibi yok olur, tipki gaz
ve sivi yogunluklarinin kritik degerlerinden sapmalari 6p; = p. — 1/v4 ve dp_ = p. — 1/v_ gibi.
(Daha dogrusu, (b)'de gordigimiz gibi, p,_ggpit o t8.) Dolayisiyla, yukaridaki ifadedeki g’nin
argimani sonlu bir degerde hesaplanir, ve erime 1sis1 kritik noktaya yaklasirken sifira gittigi icin,

Lxti™@ zp=1—a il

*kkkkkkk

2. ising Modeli: d = 1 + ¢ boyutundaki ising modelinin, T sicakligi ve h manyetik alani igin,
differansiyel yineleme bagintilar

(s
dh __
S = dh

olarak verilir.

(a) Renormalizasyon gurubu akiglarini (T, h) dizleminde kabaca gizin (e > 0 i¢in), h = 0 ekseni
boyunca, sabit noktalar isaretleyin.

e Akisin sabit noktalari, RG altinda kendine giden, h = 0 ekseni lzerinde olur. Bu eksen
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A L

=0

Uzerinde, U¢ sabit nokta vardir: (i) 7% = 0, disuk sicaklik fazi igin kararh giderdir. (ii) 7% — oo,
yUksek sicaklik icin kararli giderdir. (iii) (7% = 2¢, h* = 0)’da kararsiz olan kritik sabit nokta
vardir. BUtlin sabit noktalar, alan yéninde kararsizdir.

(b) Kritik sabit noktada, y; ve vy, 6zdegerlerini, e mertebesine kadar hesaplayin
o T'=T* 4+ 6T"yi kritik nokta etrafinda dogrusallastirmak,

BT —  _e§T + T*6T = e0T y = e
dr —
o — (1 4e)h ’ yn = l+e

verir.

(c) Renormalizasyon altinda ¢ bagdasiklik uzunlugunun degisimini belirleyen denklemden
baglayarak, &(t,h) = tVge(h/|t|®) (burada t = T/T. — 1) oldugunu gdsterin, ve v ve A
ustellerini bulun.
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e b gcarpani ile dlgcekleme altinda, bagdasiklik uzunlugu b kadar azalir, ve
E(t,h) = bE(bY L, bY"h)

homojenlik bagintisi elde edilir. Y1t ~ 1 seklinde bir dlceklenme ¢arpani segince,
E(t,h) = t™"ge(h/[t]%)

elde ederiz, burada

1 1 1
v=—=2> ve A=_24;
Ut € Yt €

(d) Hiperdlgekleme bagintilarini, serbest enerjinin tekil kismini bulmak fioi (¢, h), ve dolayisiyla
IsI sigasi Ustelini, igin kullanin.
¢ Hiperdlgeklemeye gore,

Trek. (8, 1) o €(t, 1)~ =tV g () [t[)
t'ye gore iki defa tlirev almak, 1s1 sigasini verir, 1s1 sigasinin h = 0’'daki tekilligi

1+e€ 1
=41
€ €

a=2—dv=2—

asteli ile tarif edilir.
(e) Miknatislanma ve alinganhgin tekil davranislari igin, sirasiyla, 3 ve ~ Ustellerini bulun.
e Miknatislanma, serbest enerjiden

_of
O =g

d— .
~ P, =" — 0 olmak iizere
Ye

m =

seklinde elde edilir.(e¢da daha ylksek mertebelerde, 5’ya dizeltmeler olacaktir.) Alinganlik,
miknatislanmanin tirevinden elde edilir, veya

_ P

_of C2yp—d  1+e 1
Oh? N N

~t]77, =—-+1 olmak Uzere
h=0 Yt € €

(f) Alinganlik ve yerel miknatislanmalarin bagdasikliklari arasindaki bagintidan baslayarak, kri-
tik bagdasikliklar ((m(0)m(x)) ~ |x|~(@=2+7)) igin ) Ustelini hesaplayin.
e Manyetik alinganlik, baglantili bagdasiklik fonksiyonlarina

X = / dx (m(0)m(x)).

ile baghdir.  Kritikligin yakininda, bagdasiklik fonksiyonlar kuvvet yasasi seklinde azalir
(m(0)m(x)) ~ |x|~(¢=2+7) ki bagdasiklik uzunlugu ile sinirlidir, buradan

x ~ £ ¢~
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elde ederiz. Karsllik gelen Ustel 6zdeslikten,
Y=Q2-ny, = n=2-yy=2-2yp+d=2-d=1—¢

olarak buluruz.
(9) d =1de, T — 0 iken (h = 0 boyunca), bagdasikliklar nasil iraksar?
e d = 1'de sicaklik i¢in olan yineleme bagintisi diizenlenerek integrali alinabilir, yani

1 dT 1 2
a2 d(‘T)—df

Yukaridaki ifadeyi, bagdashk uzunlugu £(7") olan dlsik sicakliktan, bagdasiklik uzunlugunun
ag araliginda oldugu ve 1/T = 0 olan ylUksek sicakhiga kadar integralini alarak

—% =In (2) = {(T) = aexp (;)

elde ederiz.

*hkkkkkkk

3. Boyuna Alinganlik: Ortalama alan dlzeyinde, boyuna alinganhigin iraksamasi igin higbir
sebep yokken, gercekte, d < 4 boyutlarinda salinimlardan dolay! iraksar. Bu problemde, bu
iIraksamanin tedirgeme kuramindaki kaynagini géstermek amagclanmigtir. Aslinda, bu hesap-
taki degisik adimlarda, ihmal etmeniz sdylenen bazi incelikler vardir. Niye gegerli olduklarini
distinmek isteyebilirsiniz.

n bilegenli bir miknatislanma vektériinl mi(x) tasvir eden Landau-Ginzburg Hamiltoniyenini

FH = / d'x V;(vmf + %ﬁﬂ + u(7ﬁ2)2}

t < 0 icin dizenli fazda ele alalim.

(@) mi(x) = (m + ¢u(x))éy + de(x)é. Olsun, ve SH'yi acilimdaki biitiin terimleri tutarak agalm.

—

o mi(x) = (1M + dp(x))ép + Pe(x)é. Ve m, FH'in en kiiclik oldugu nokta olmak tizere,
;mZ + um ) /dd { { ng)b) (V$e>2] + (; + 6um2) qb%
+ 2um )gb + 4dum (¢b+¢b¢ ) +u {¢§+2¢b$§+ ((52)2]}

Duizenli fazda (t < 0), m? = —t/4u oldudu igin, bu ifade sadelestirilebilir, ve sabit terimi attiktan
sonra

= [ {5 (Ve + (Va)| - 16+ dum (65 + 0,62)
+u {d}b + 26,07 + (¢§)2] }

(b) ¢y ve . 'de ikinci derece terimleri, tedirgenmemis Hamiltoniyen 5H, olarak alalim, ve ¢, ile
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8.334 istatistiksel Mekanik |1 l%" Test 2

$.'yi birbirine ciftleyen en diistik mertebe terimi de U tedirgemesi olarak, yani
U = duiin [ d'xon(x)u(x)”

U’yu Fourier uzayinda, ¢(q), ve q?e(q) cinsinden yazin.
e Tedirgeme olarak Gcli terime odaklanalim:

U = [ dogu(x)5 (x)

ki Fourier uzayinda

d d_/ o 5
U = dum [ G o —a - )@ 7 ()

(c)Gaussiyan (giplak) (¢,(q)ds(d’))o Ve (¢e,a(d)des(d))o beklenen degerlerini, ve karsilik ge-
len, momentum bagimli x;(q)o ve x.(q)o alinganliklarini hesaplayin.
e Hamiltoniyenin ikinci derece kismindan

o= [ dtag {0 [(Von? + (v3.)°| - 200t

beklenen degerleri
T dsd /
{ (n(@an(a)y = CrnEa)

T)d5d ’ o
(Geal@bep(d))y = EH a0
olarak ve karsilik gelen alinganliklari
{ xo(d)o = m
Xe(@o = %ﬁ

olarak okunur.

(d) (Pe(q1)- Pe(q2)de(q'y) - de(d'))o'i Wick kurami kullanarak hesaplayin. (¢.’nin (n—1) bilesenli
bir vektdr oldugunu unutmayin)

e Wick kuramini kullanarak

(Selar) - Ge(@2)9e(d')) - Ge(dz) ), = (Pealdr)bea(@2)de,(a1)de,5(d'2))0
= <¢e,a(Q1)¢e,a(q2)>0<¢e,ﬁ(q/1)¢e,ﬁ(q,2)>0 + <¢e,a((11)d)e,ﬁ(qll)>0<¢e,a(Q2)¢eﬂ(q,2)>0
+<¢e7a<q1>¢e,5(q/2)>0<¢6,a ((12)(?5675((1/1))0

Ondan sonra, (c) kismindan, ve 4083 = (n — 1)2 ve dapdap = (n — 1) oldugundan

— - —

<§§e((h) : Qbe((h)d)e(q’l) ) ¢e(q/2)>0 _

(2m)* {(n - 1)25d(0n +a2)d%(d’y +d's)

K2 aiqr

5d / 5d / 6d Vi 5d /
tn—1) (q1+q13 2(q2+q2) ) (q1+ng 2(q1+q2)}
1493 14>

7 www.acikders.org.tr



8.334 istatistiksel Mekanik |1 l%" Test 2

elde edilir.

(e) (dp(q)dp(q’)) ifadesini, U tedirgemesinde ikinci dereceye kadar yazin. U, ¢,'da tek oldugu
icin, ikinci mertebede sadece iki terim sifirdan farklidir.

e Bagdasiklk fonksiyonunun hesabinda U tedirgemesini dahil edersek,

(de(@ep(a)e™")o _ dp(a)dn(a)(1 — U +U?/2+--+))
(e=)o (I=U+U?/24--))

(p(a)on(a’)) =

U, ¢p'de tek oldugu igin, (U)o = (¢dp(q)op(q’)U)o = 0. Dolayisiyla payday! ikinci mertebeye
kadar acinca

1 U?
et <2>0 + oY)

(Po(q)dn(d)) = (dp(a)u(q))o + %(<¢b(Q)¢b(ql)U2>0 — (pp(a)pn(d))o(U?)0)

elde ederiz.

(f) U’'nin fourier modundaki ifadesini kullanarak, dizeltme terimini, (d) kismindakine benzer,
iki tane 4-nokta beklenen degerinin ¢arpimi olarak yazin. Sadece boylamsal 4-nokta fonksiy-
onunun baglantili terimlerinin hesaplanmasi gerektigine dikkat edin.

e U yerine, (b) kismindaki Fourier dénlsimdni kullanirsak, bagdasiklik fonksiyonuna
salinimlardan gelen duzeltme

Gr(a, d) = (o(a)en(d)) — (do(a)Pe(a))o

diq dlqy di, dd - -
S [ s (on(@n()on( e — 2) () - e
1
"2

T2 (2m)d (2m)d (27
x dy(—d's — d'a)del(d) - ¢e<q2>> (u(a)dn(a))o <U2>0

0

yani Gr(q, q'),

1 - dd dd dd dd , N N
5(4um)2/ (2:)1d (%q)zd (27:])1 1 (2 <<Z5b( )¢b(Q)¢b(—Q1—QQ)¢e(ql)'¢e(Q2)>o

< (Selar) - Gelaz)de(d’y) - deld)),

ifadesinin baglantili kismi olarak hesaplanir, burada, tedirgenmemis, boylamsal ve dikine alan-
larin garpimlarinin ¢arpanlarina ayrildigr gergegini kullandik. Dolayisiyla,

d d d d./ R o -
GF(qv q/) = ;(4um)2/ (Cé;l)ld ((;:)il (C;:)l (C;T) <¢e(q1) ¢e(q2)¢e(q/1) ’ ¢e(q/2)>

X {(dp(a)dp(—a1 — az))o(ds(a’) ds( —q'2))o
+ (du(a <Z5b(— d'1 —d'2))o(ds(d)dp(—a1 — q2))o}

)
dlq dlqy dlq) dih - 5. (a2 b

[ B P T T (Gar) - uaiia) ),
)6

0

(2m) (2m)? (27)¢ (2m)

=2x %(41””71) ¢
b(@)dp(—a1 — q2))o{ds(d)d(—a'y — d's)o

x (¢n(q

(c) ve (d) kisimlarinin iki ve (i¢ nokta bagdasiklik fonksiyonu sonuglarini kullanarak, ve u?m? =
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—ut/4 oldugu igin,

dlg dlqy diq) diqy (2m)* {(n EPLACTRCBILECPRLeY

Gr(q, ql) = du(—t) / (27r)d (27T)d (27r)d (27T)d K2 q%q’f

o1y Man )0 + o)+ 0%an + )04 + @)
4ig
v (2m)46%(q — a1 — a2) (2m)464d’ — o'y — ')
Kq* =2t Kq? — 2t

ki, bazi integralleri aldiktan sonra,

u\— d d( ! d 2
Gr(a,d) = 4;(2” {(n_1)25 (9)5%(d) (/d q1>

412 a

+ 2(n-1)

5(q+q) / d?q
(Kq? —2t)% ) qi(a+ay)?

ifadesine indirgenir.

(g) (d)'de elde edilen baglantisiz terimi ihmal edin (yani (n — 1)? ile orantili kismi), ve x;(q) igin
tedirgemede ikinci mertebeden bir ifade yazin.

e ilk terimin (6%(q)d%(q’) ile orantili olan) bagimhligindan, bu terimin gergekte, miknatislanmanin
tedirgenmemis degerine bir diizeltme oldugunu ¢ikaririz, yani

B B 2(n—1)u d’q
mﬁmll_ - (/ q{)]

ve sifirdan farkl araliklarda, bagdasiklik fonksiyonuna katki vermez. Dolayisiyla, baglantili
bagdasiklik fonksiyonunun uzamsal degisen kismi

(op(a)on(a’)) =

(2m)46%(q+q') N Su(—t) (n—1) s q+q) / diq
K¢ —2t K2 (Kq*—2t)2 ) g¢i(a+ai)?

olur, ve buradan

1 Su(—t) (n—1) / dq 1

(@) = oo + g (Kq? —2t)2 ) (2m)? q}(q+ q;)?

elde edilir.

(h) d < 4 icin, dizeltme teriminin ¢ — 0 icin ¢“~* olarak iraksadigini gésterin, ki bu sonsuz
boylamsal alinganlik anlamina gelir.

e d > 4'te, yukaridaki integral yakinsar ve blyUk ¢ siniri ile belirlenir. Diger taraftan, d < 4’te
integral ¢ — 0 iken iraksar, ve dolayisiyla kiiclik ¢; degerleri tarafindan belirlenir. integral
degiskenini '; = q1/¢’ya degistirirsek, alinganhga salinimlardan gelen diizeltmeler

Ma gdg 1 oo ddg, 1
d—4 q d74/ Q1 0
v(d)s ~ — = — + O
xold)s ~a /o Crid@+d)? 1 Crl@+a)? )
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olur ki ¢ — 0 iken ¢¢~* olarak iraksar.
NOT: Oteleme simetrisi olan bir sistemde

Ki
B@o(@) = [ dladiale 1 g (x)0(x)
- /dd(x — 2)dd! e D HUard) X o _ x7)
= (2m%*(a+d)¢(a)
anlamina gelir.

dlq
(2m)d

Hamiltoniyenini disinln, burada —GH, ¢’nin (basitlestirmek icin tek bilesenli bir alan) 6teleme
degismez bir fonksiyonelidir. Elimizde

M = —gH+ [ dah(x)o(x) =~ + [ S Lh@e(-a)

var, ve bir defa tirevini alirsak

m d ./
it = | G (o).

h = 0’da sistemin 6teleme simetrisi vardir, ve

Ayrica, diizglin bir harici alan igin, sistem 6teleme degdismezdir, ve
_BH = —BH +h /ddm(x) — _BH + hé(q = 0)

ki
m d ./
= = [ Galotaota =) = v

verir.

*kkkkkkk

4. Kristal Esyédnsizlik: Dortgensel kristal yapil bir ferromanyet disinelim. Spinlerin alttaki ag
ile olan ciftlenmesi, tam donme simetrisini yok edebilir. Elde edilen esyonsizlikler, Landau-
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Ginzburg Hamiltoniyenini degistirerek tasvir edilebilir:

BH = /ddx [f(vmf + %ﬁﬂ +u(m?) 4 L3+ om?

burada m = (my1,---,my), ve m? = 31 m2dir (Ug boyuttaki miknatislar igin d = n = 3)

(a) Sabit || genligi icin; » > 0 ve r < 0 igin, n boyutlu miknatislanma uzayinda hangi yonler
segilmigtir.

e r > 0, 1 ydbninde diizenlenmeyi engeller, ve kalan n — 1 dogrultu boyunca diizenlenmeyi
tesvik eder.

r < 0, 1 yénl boyunca dizenlenmeyi tesvik eder.

(o) Semer noktasi yaklagsimini kullanarak, dizgin sekilde, 1 ydnine parallel ve dik
miknatislanmig fazlar igin serbest enerjileri (In Z) hesaplayin.

e 7i(x) = méy igin, semer noktasi yaklagiminda,

t
In Zs, = —V min [HmQ + umﬂ
2 m

elde ederiz, burada V = [ d?x sistemin hacmidir. En kiglk deger,

0 t+r >0 igin

V—({t+7r)/du t+r <0 igin

(t +r)m +dum® =0, — m:{

icin elde edilir. t + r < 0 igin, serbest ener;ji

- InZ (t+7)?

fon == = ""T6u

olarak verilir. Miknatislanma 1 yoénune dikse, yani m(x) = mé;, i # 1, karsilk gelen ifadeler

L[t _ _ _ 0 t >0 igin
InZg, = -V —m? + 4] , tm+4um® =0, m= e
mmbm um e sum m V—t/4u t <0 igin

m

ve t < 0 igin serbest ener;ji ,

t
fsn = _167

olur.

(c) Faz diyagramini (¢,r) dizleminde kabataslak gizin, ve fazlari (derece tirl) ve dogasini

(sUrekli veya sureksiz) isaretleyin.

e Semer noktasi faz diyagrami asagidaki sekilde kabaca cizilmistir.

(d) Dlzenli fazda, Goldstone modlari var midir?

e 1 dogrultusunda hizalanmis miknatislanmasi olan fazda Goldstone modlari yoktur, ¢inki bu

durumda kirlan simetri kesiklidir. Ancak, miknatislanmanin 1 dogrultusuna dik oldugu fazda,

(n — 2) tane Goldstone modu vardir.

(e)u = 0, ve pozitif t ve r igin, tedirgenmemis (m1(q)m1(q’))o ve (ma(q)ma(bfq’))o ortala-

malarini hesaplayin, burada m;(q), m;(x)’'in Fourier ddnisimuani gosterir.
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A
’
{x)=méiy ! ?:Zzensiz
47“"‘\
lireksi .
oTensle surekli faz
fa; gesis! gecigleri
IIIIBIIIIIIIIIIIIIIIIIII "

m{x) = meé l 1

e Hamiltoniyenin Gaussiyan kismi,

dd
BHo = / (27r()ld

K 5 t+r "t
EQQW(Q)\Q + T’ml(QN2 + Z §|mz‘(Q)’2
i=2

olarak Fourier modlarina ayristirilabilir. Bu sekilden, esdegiskiler kolayca

gl '
(m@m(@) = P
(ma(q)ma(d'))o = (271-)15—&—57](((?_61)

olarak okunur.

(f) Dérdiincii derece terimi U = u [ d?x(1m?)2, m;(q) Fourier modlari cinsinden yazin.

o m;(x) = féldT()ldeXp(iq -x)m;(q) ifadesini dérdincl derece terimde yerlestirip, = Uzerinden
integralini almak

N2 dd dd d2 n
U= U/ddx (m?) = u/ W > mi(an)mi(az)m;(as)m;(—ai — 2 — qs)
ij=1
verir.
(9) U’yu bir tedirgeme olarak alarak, (mi(q)mi(q’))’a birinci derece diizeltmeyi hesaplayin.
(Cevabinizi bazi integraller seklinde birakabilirsiniz.)
e Tedirgemenin ilk mertebesinde, (O) = (O)o — ((OU)o — (O)o(U)o), ve dolayisiyla
dq d?qd? -
(ma(@)m (6) = (ma(@mi (oo - u [ CEEETE S

1,7=1
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((m1(@)ma(d)mi(ar)mi(az)m;(as)m;(—ar — a2 — 43))5)

_ @Cm)%ia+d) [, u / d?k {4(n —1) 4 N 8 }
 t+r+ K¢? t+r+Kq2/) 2m)d [t+ Kk?  t+r+ Kk?2  t+r+ Kk?
Son sonug, bitlin olas! eglestirmeleri, ka¢ tanesinin m;,’e kargl m; icerdigini takip ederek

listeleyerek elde edilmigtir. Son sonug,

, (2m)46%(q + q') u / dk { n—1 3 }
= 1—
tm@ma(d)) = =~ ivrr K @i liv K2 T ivr L K2

olarak sadelestirilebilir.
(h) U’yu bir tedirgeme olarak alarak, (m2(q)ms2(q’))’a birinci derece dlizeltmeyi hesaplayin.
e Benzer bir analiz

d d d
(ma(a)ma(q')) = (ma(a)ma(d’))o — / a0 d g4

(27)3d F
((ma(a@)ma(d)mi(ar)mi(az)m;(az)m;(—qi — g2 — a3))5)
(2m)%0%(q+ q') u d% [4(n—1) 4 8
t+ Kq? {1_ t+Kq2/ (27)d [t+Kk2 TR t+Kk2”

 (2m%ia+q) L /ddk [n—l—l N 1 } )
B t+ K¢? t+Kq* ) (2m)¢ [t+ Kk>  t+r+ Kk

verir.

() Yukaridaki cevabi kullanarak, X;; ters alinganhgini belirleyin, ve sonra u’da birinci mertebeye
kadar yok oldugu noktadan, gegis noktasini t. belirleyin.

e Salinim-tepki bagintisini kullanarak, alinganlik

d
= [ x(mama()) = [ G Stma(@ma(a=0)

_11_u/ddk[n+1+ 1 }
ot tJ 2m)d [t+ Kk* t+r+ Kk?

olarak verilir. DUzeltme teriminin tersini almak,

d%% {n—kl 1

—1 2
— 44
Xoz = “/(27r)d t+Kk2+t+r+Kk2}+O(u)

verir. Alinganhk

d% [n+1 1 )
c:_4
t “/(%)d{f{k? +r+Kk2}+O(u)

noktasinda iraksar.

(j) d < 4’te, kritik davranig, esyonli O(n) modelinden farkh midir? RG dilinde, r parametresi
O(n) sabit noktasinda énemli midir? Her iki durumda, gegcis icin evrensellik siniflarini belirtin.
e r parametresi, dizenli durumun simetrisini, dolayisiyla diizensizlesme gecisinin evrensellik
sinifini degistirir. Sekilde gésterildigi gibi, » > 0 i¢in, gegis O(n—1) evrensellik sinifina, ve r < 0
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€2 €
m m i
é1 m m. ¢
m, m m
v >0 kosegenel dizen v <0 kiibik eksen diizeni

icin ising sinifina aittir. Bundan dolay!, herhangi bir RG déniisiimil, r’yi O(n) sabit noktasinda
onemli bir tedirgeme olarak bulmalidir.

*kkkkkkk

5. Kiibik esyénsizlik- Ortalama Alanin Uygulanmasi: n-bilesenli m(x) = (mq,ma, -+, my,) igin
degistirilmis Landau-Ginzburg Hamiltoniyenini

K t -
_ [ 2 Lo =212 4
ﬂH—/dx[z(Vm) +2m + u(m®) —l—’t)i;mZ

ele alin. 3", m? “kiibik esyonsiizIik” terimi, tam dénme simetrisini kirar ve belirli bir yon seger.
(a) Sabit || genligi icin, v > 0 ve v < 0 igin n bilesenli miknatislanma uzayinda hangi yonler
segilir?
e Asagidaki figlrlerde, v’nin isaretine baglh olarak, n = 2 basit durumu i¢in miknatislanmanin
olasi yonleri belirtilmigtir.

Bu niceliksel davranis, b bilesenli bir vektor igin genellestirilebilir: v > 0 igin m n-boyutlu
hiperkibin

m
Vn
ile belirtilen kdsegenleri boyunca uzanir, ve dolayisiyla 2™ katli yozlagmistir. Aksine, v < 0 igin,
m kibik dogrultularin é; herhangi biri boyunca uzanabilir, bdylece

m =

(£1,+1,..., +1)

m = tmée;

verir, ki 2n katl yozlagmistir.

(b) SH’in sonlu bir en kiiglk degeri olmasi igin, u ve v'deki kosullar nelerdir? (u,v) diizleminde
bu alanlari kabataslak ¢izin.

e Bu durumlarin herbirinde Landau-Ginzburg Hamiltoniyeni

BH = im* +um® + 2m?, v >0 ise
BH = Ltm? + um* +vm?, v<0 ise

14 www.acikders.org.tr
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ut+v=0 u
izin verilmis
v
fiziksel i
degil
*d ut—=0
n

olur, ki
u+2 >0, v>0 ise
u+v>0 v<0 ise

oldugu slrece en kiglk degerin sonlu oldugu anlamina gelir. Yukarida, (u,v) dizlemindeki
farkh bolgeler sematik olarak gOsterilmistir.

(c) Genelde, daha yliksek terimler (mesela ug > 0 olmak tizere ug(1%)2) vardir, ve (b) kisminda
izin verilmeyen bélgelerde kararliligi saglarlar. Bu tarz terimleri akilda tutarak, v > 0 igin, (¢, v)
dizleminde, semer noktasi faz diyagramini kabataslak ¢izin; fazlari, ve gegis gizgilerinin dere-
cesini agikga belirleyerek.

e (b) kisminda izin verilmeyen bdélgelerdeki kararliligr saglamak igin, yiksek mertebeden ter-
imleri de hesaplamamiz gerekir. Asagidaki G¢ denklemi beraber ¢6zerek Uglu kritik nokta elde
edilebilir:

t+4(u+v)m2+6u6m2:0}7 . t*:(u+v)2 2 (u+ v)?

t+2(u+v)m? + 2ugm* = 0 2ug - 2ug

Dolayisiyla, (¢,v) dizlemindeki semer noktasi faz diyagrami asagidaki gibidir.

(d) Duzenli fazda, herhangi bir Goldstone fazi var midir?

e Dlzenli fazda Goldstone modlari yoktur, ¢clinki kirilan simetri, sirekliden ziyade kesiklidir.
Dikine salinimlarin deg@erini Fourier uzayinda kolayca

(2m)

K+

<¢e(q)¢e(_Q)>

olarak hesaplayabiliriz, ve buradan, bu modlarin sadece v = 0’da kitlesiz oldugunu goérariz,
yani tekrardan O(n) simetrisini elde ettigimizde.

*hkkkkkkk

6. Klbik egydnsizlik-c acilimi:
(a) w ve v’'nin ikisinde birden bir tedirgeme agiliminda ikinci mertebe terimlere bakarak, bu
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I‘ K3
ikinci derece siniri

késegenel diizen diizensiz faz

Ll #
birinci derece sifiri
U
= ticlii kritik nokta
kiibik eksen diizeni o
—— i, 2
birinci derece siniri 2U6

ciftlenim sabitleri igin yineleme bagintilarinin

44 — ey — AC [(n + 8)u® + 6uv)
dv = ev — 4C [12uv 4 9?]

oldugunu gésterin, burada C = K4A%/(t + KA?)? ~ K,/ K? yaklasgik olarak bir sabittir.
e Hamiltoniyeni Fourier modlari cinsinden yazalhm:

oM / diq t+ Kq?

L / diqidiqadiqs

(27)3d mi(q1)mi(gz)m;(qs)m;(—a1 — a2 — qs)

dq;d?qod®
+ U/Wmi(ql)mi(qZ)mi(QS)mi(_Q1 —q2—q3)

burada, sikga oldugu gibi, tekrarlanan indeksler Gzerinden toplandigini varsayiyoruz. Prob-
lem kiimesi 6’ya benzer sekilde, RG ddontsimindn ¢ adimindan sonra, renormalize edilmig
parametreleri

t = b dx2f

Kl — b_d_ZZQIN{
o = b3
o = b3y

elde ederiz, burada ¢, K, i ve 7, kabalastiriimis Hamiltoniyenin parametreleridir. & ve #’nin ilk
parametrelere bagliliklari, « ve v’nin ikisinde ikinci dereceden tedirgeme acilimindaki diyagram-
lara bakilarak elde edilebilir. u ve v’nin diyagramatik gosterimini
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olarak tanimlayalim,

u'ya katkilar

4 x4

g1 +qz — 4

x 2

v'ye katkilar

w2 EaAY N s 2 poAd
2x2x2 —— R
P xn +KAQ) s N\, 6X6X22(t+KA2)2
3 4

f11+f1'?—q

q
1 1 i /?3
- * K - oad
[\d Ad hdA(

U 1
y —_— 6 x4 X 2ur—m——
2><2><4><22(t+KA2)2(5£ AEN \q uv(t+f\'A2)2

uw?  KgAY

2+ KA?)Z‘”

K[Ad

q
41 ; p 3
2 Quv——12 g
. ; i\, TS e

1t gz —q

burada, yeniden b = % aldik.

{

Yeni kabalastirilmis parametreler

=41

u —4C [(n + 8)u? + 6uv] §¢
v —4C [9v? + 12uv] §¢

S
|

olur ki e = 4 — d parametresini tanimladiktan, yeniden Olgekledikten, ve renormalize ettikten

sonra,

{

yineleme bagintilarini verir.

& = eu—4C [(n+ 8)u? + 6uv]
% = ev—4C [91}2 + 12uv]

(b) (u,v) dizlemindeki butiin sabit noktalari bulun, ve n < 4 ve n > 4 igin, akis sekillerini ¢izin.
Her durumda, kararli sabit nokta civarinda, kubik terimin énemliligini tartisin.

e Yineleme bagintilarindan, (u*

sonra, sadece u = 4Cu ve v

v*) sabit noktalarini elde edebiliriz. Basitlegtirmek igin, bundan
= 4Cv yeniden o6lceklenmis niceliklerini kullanacagiz, ki bunlar
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cinsinden dort sabit nokta

u* =v* =0 Gaussiyan sabit noktasi
u* =0 v*=§ Ising sabit noktas
Ut =iy vt =0 O(n) sabit noktasi
wt = £ v =4 Kibik sabit nokta

konumlarindadir. Sabit noktalarin civarinda, yineleme bagintilarini dogrusallastirmak

d [ du € —2(n+ 8)u* — 6v* —6u* ou
A = — =
ac \ v o —12v* € — 12u* — 18v* ov

verir. Her zamanki gibi, pozitif bir 6zdeger kararsiz bir yone karsilk gelirken, negatif bir 6zdeger
kararh bir dogrultuya karsilik gelir. Dért sabit noktanin herbiri icin asagidakileri elde ederiz:

1. Gaussiyan sabit noktasi: \y = Ay = ¢, yani, bu sabit nokta, ¢ > 0 icin iki kere kararsizdir,
cunku

a=( 3"
—45 —e

ki A1 = ¢/3 ve \y = —€’a Kkarsilik gelir. « = 0 igin, sistemin n tane birbiriyle etkilesmeyen 1-
bilesenli ising spinlerine ayrildigina dikkat edin.

3. O(n) sabit noktasi:
Al ousw
0 (n—d)
(n+38)

matrisinin 6zdegerleri \; = —e ve A2 = ¢(n — 4)/(n + 8)'dir. Dolayisiyla, n > 4 igin, bu sabit
noktanin bir kararli bir kararsiz yoni varken, n < 4 igin, iki 6zdogrultu da kararhdir. Dolayisiyla,
n < 4 igin, bu sabit nokta sistemin kritik davranigini kontrol eder.

4. Klibik sabit nokta:
__ (n+8) ) €
A= 3 —
< —4ln )y ) n

3

matrisinin 6zdegerleri A\; = e(4—n)/3n ve \y = —€e'dur. Dolayisiyla, n < 4 igin, bu sabit noktanin
bir kararh ve bir kararsiz dogrultusu vardir, ve n > 4 igin, iki 6zdogrultu da kararhdir. Bu sabit
nokta n > 4 igin sistemin kritik davranisini belirler.

(u,v) dizleminde, n < 4 i¢in, v* = 0, ve kibik terim dnemsizdir, yani salinimlar, tam dénme
simetrisini restore ederler. n > 4 icin, v dnemlidir, ve agsagidaki akiglari yaratir.
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ﬁT
-

=

N E
< W

(c) indirgenmis sicaklik ¢ igin yineleme bagintilarini bulun, ve sabit noktalarda n < 4 ve n > 4
icin v Ustelini hesaplayin.
e ¢da dogrusal mertebeye kadar, asagidaki diyagramlar, ¢'nin belirlenmesinde katki verir:

A
a4

N K4A?
Inu——t
7 nu(f + KA?) o
4 2
1
2 KAl
t=t+4+4—--——
0+ A7) [(n+2)u+3v]
KaAd
. W
“(t+ KA?) l
% _ pppa o 2)ut3
@ = Ay e e
"
B
YTt R

1, (n+2) 2 ‘L
Yy =2 —4C [(n + 2)u" + 3v"] :>V:l: 2+4(”+836+O(6) n<diein
’ Yt 140Dt 0@?) n>4 igin
2 6n

ile verilir.

(d) Salinimlari dahil edince, (b) kisminda hesaplanan (u,v) dizlemindeki kararli bdlge, azalr
mi artar mi? Gergekte, yiksek mertebeden terimler her zaman olacagi igin, bu, kiiglik negatif
v ve n > 4 igin, faz gegisinin dogasi hakkinda ne séyler?

e BUtln sabit noktalar, (1b)’'de hesaplanan izin verilmis bdlgededir. Ancak, klasik olarak kararli
bélgelerden baslayan akislarin hepsi kararli sabit noktaya gitmez. Eger RG akislari, bir noktayi
kararhlik bolgesinin digina g¢ikarirsa, salinimlar, kararhlik bolgesini azaltir. n < 4 ve n > 4 igin
cekicilik bolgesi, takip eden sekillerde gosterilmistir:

(G9) Bv-Nc-3a | 19 www.acikders.org.tr
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v+v=0 wu v+v=0 u

gekim bolgesi cekim bolgesi

v v

fiziksel deqgil 2 fiziksel degil
w+—=0 ut+—=0

n 11

ilk olarak bu cekim bélgelerinden baslamayan akislar fiziksel olmayan bélgelere akarlar. u
ve v Giftlenim sabitleri, daha fazla negatif olurlar. Bu, salinimlar tarafindan, Coleman-Wienberg
mekanizmasi olarak bilinen mekanizma araciligiyla, sebep olunan birinci derece gegisin
isaretidir. (u,v) dizleminde, kararli sabit noktanin gekim bdlgesi digindaki bdlgelerde gegisin
derecesinin degisiminden salinimlar sorumludur.

(e) (t,v) dizleminde (u > 0), n > 4 ve n < 4 igin, dizenli fazi belirleyerek, faz diyagramini
kabataslak ¢izin. Bu fazlarin herhangi birinde, faz gegisi yakininda, Goldstone modlari var
midir?

e (2e)de, t icin elde edilen yineleme bagintisindan, banal olmayan

1
t* = —3 [(n+ 2)u™ + 3v"] ox —€

elde edilir. Dolayisiyla, (t,v) diizleminde, faz diyagrami kabataslak asagidaki gibi gizilir:

Yukarida belirtildigi bigi, sadece n < 4’te salinimlar, tam dénme simetrisini restore ederler.
v parametresi sifira renormalize olur, ve (u,v) dizleminde Goldstone modlari vardir, ancak
sadece ikinci derece faz gegisi civarinda, ki burada K¢, = tv/(u + v) — 0. Dizenli fazda,
v’nin renormalize olmus degeri, kiiclk olsa bile sonludur, ve Goldstone modlarinin olmadigini
gOsterir.

*kkkkkkk

7. Kimdlant yéntemi: —BH = K >~_;;- o;0; ile tanimlanan, kare ag tzerindeki Ising modeline,
Niemeijer-van Leewen birinci derece kiimilant acihmini asagidaki adimlari takip ederek uygu-
layin:

(a) b = 2 olan bir RG’de, baglari, hdcre igibilesenleri 5H, ve hlicreler arasi bilesenleri U/ olarak
ikiye ayirin.

e Kare agdaki N konum, N/4 hicreye, asagidaki sekilde gdsterildigi gibi bolusulir (hdcreler
arasi ve hdcre ici baglar, sirasiyla kati ve kesikli gizgilerle gosterilmistir.) Renormalize edilmis
Hamiltoniyen 5H' [o],],

BH o1] = ~n 2 [o4] + o — 5 (U0 — 03) + OW?)
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U v
dlizensiz faz késegenel diizen
esyonli dizen
t
ikinci derece [sIniri ikinci derege sinir
~ ~
~ ~
~— - - -
kiibik eksen diizeni . kiibik eksen diizeni T
birinci derece siniri

birinci derece siniri
n <4 n >4

I g
Pt : hiicre igi baglar
I %

el e e e
o

: : £ i s hiicreler arasi
——— - I - 5 baglar

...yeni birim blogunun
siniri

o
£

......................................................................

ifadesinden elde edilir, burada (), sabit [¢/,]'da exp(—(Hy) agirhgiyla hesaplanan ortalamalar
gosterir.
(b) Her « hiicresi igin, o/, = sign(o}+o2+02+02) olarak renormalize edilmis spinleri tanimlayin.

4, ot = 0 olan dizilimler igin, bu tanim belirsizdir. Bu dizilimlerin agirliklarini o/, = +1 ve —1

1=
arasinda esit olarak dagitin. (yani, Boltzman agirligina ek olarak bir 1/2 ¢arpani ekleyin.) Bir
hiicrenin bitin olasi dizilimleri, i¢ olasiliklar exp(—3Hy), ve o, = +1’e katki veren agirliklar
icin bir tablo yapin.

e Renormalize edilmis spin ¢/, = +1 ile tutarli olasi hiicreler arasi dizilimler, ve karsilik gelen
hucreler arasi olasiliga, exp(—(3Hy), olan katkilari asagida verilmistir:
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a, =1 Agirk Agirik
etk 4x1
+ 4+ + o+
+ + + -
1 -1
4x1x-= Ixe M =
- - 2 - 2
ol =—1 Agirhk Agirhk
- - A - + -
etk 4x1
+ 4+ + -
1 -1
4x1x= 2xe Mo =
- - 2 - 2

ki buradan N
20 [Ula] = H (64K + 6+ 674K) = (64K + 6+ 674K) /

elde edilir.

(c) (U)o’yu o’, hiicre spinleri cinsinden ifade edin; ve buradan K'(K) yineleme bagintisini elde
edin.

e Etkilesme teriminin ilk kimdlant

—(U)o =K Y (042081 + 0a30pa)o = 2K D> _ (da2)0(os1)0
(0,8) (0, 8)

burada, o/, = 1 i¢in

e+ (3-1)+0+0 et 42
(K +6+e 1K) (e 46+ e 1K)

<Uai>0 =
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Acikga, o/, = —1 igin, genel negatif isaretle beraber ayni sonucu elde ederiz, ve dolayisiyla

, et 42
o
(e 4 6 4 e1K)

<Uai>0 =

Sonug olarak,

2
N 4K 4K etf 42
_ﬁHl[a(’l]:Zln(e +6+e )+2K Y Sp—T Z>O'(/10'/ﬁ
(a7ﬂ

elde ederiz ki, K'(K) igin

1K | 9 2
K =2K c*
eAK 16 4 e—4K
yineleme bagintisinak karsilik gelir.
(d) K* sabit noktasini, ve termal y; 6zdegerini bulun.

e K’ = K = K* olan sabit noktalar bulmak icin z = ¢*%" degiskenini tanimlayalim. Dolayisiyla,

T+ 2 1 9 _
denklemlerini ¢dzmemiz lazim, ki tek anlaml ¢ézUmi x ~ 7.96’olur, bu da K* ~ 0.52 sonucunu
verir.

Termal 6zdegeri bulmak icin, yineleme bagintisini, bu banal olmayan sabit nokta etrafinda
dogrusallagtiralim:

* * _ *
4K AR _ —AK

CAK™ 19 eAK* 4 G 4 e—4K”

oK’
OK |-

:byt’ = 2yt=1—|—8K*[ ‘|7 = yt:1.006

(e) Kiguk bir manyetik alanin varliginda ~>", o;, h i¢in yineleme bagintisini bulun; ve sabit
noktada y; manyetik 6zdegerini hesaplayin.
e Kicuk bir manyetik alanin varliginda, Hamiltoniyen’e ek bir katki daha vardir

etE 42 ,
h;<aa,i>0 =4h (€4K T 6+ 6_4K) ;O’a

Dolayisiyla,

)

h = 4h
(e + 6 + e 1K)
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(f) K*, y; ve y;, degerlerini tam degerleri ile kiyaslayin.

e Kiimiilant ydntemi K* ~ 0.52 verirken, kare ag tizerindeki ising modelinin kritik noktasi K, ~
0.44’de bulunur. y, ve y;’nin iki boyutlu ising modelindeki tam degerleri sirasiyla 1 ve 1.875 iken,
kiimilant yéntemi y; ~ 1.006 ve 3, ~ 1.5 verir. Uggensel agda oldugu gibi, v, tam degerinden
daha kaguktlr. Genede, y; termal Usteli sans eseri tam degerine yakindir.

*kkkkkkk

8. Migdal-Kadanoff yontemi: Bir hiperkubik agda, i konumlarindaki, en yakin komsusu ile

_ﬁH = K Z (587;,Sj
<ij>
Hamiltoniyeni ile etkilesen Potts spinlerini, s; = (1,2, -, ¢) distndn.

(@) d = 1de, b = 2 renormalize etme/kirim islemi ile tam yineleme bagintilarini bulun. Bitln
sabit noktalari ve kararliliklarini belirleyin.
e d = 1’de, s1’in ¢ olasi degeri Gzerinden ortalama alirsak,

q 2K _ ]
Z eH Gy sy +os105) — g—1l+e or=0z 16N _ 9 +K 000y
q—2—|—2€K 0’17502 I(}In

s1=1
ki buradan, tam yineleme bagintilarini elde ederiz:

=2 "7 e =g —2492K
q— 2+ 2ek’ ¢ 4 e

Sabit noktalar bulmak icin, K’ = K = K* alirz. Daha 6nceki problemde oldugu gibi,
z = X" degiskenini tanimlayalim. Dolayislyla,

_q—1+x2

2
=177 veya — 2z —(q—1)=0
= o VO =+ (q—2)z—(¢—-1)

denklemini gézmemiz lazim ki, tek anlamh ¢6zim0O K* = 0 veren x = 1’dir. Kararliligini kontrol
etmek icin, K <« 1’i ele alalim, boylece

q+2K +2K? K?
Koh(IT" T2 V02« K
n<q+2K+K2 <

ki sabit noktanin kararl oldugunu gésterir.
Ek olarak, K* — oo da bir sabit noktadir. Eger K > 1’e bakarsak,

;o1
eKzieK, — K =K-lh2<K

ki bu noktanin kararsiz oldugunu gdsterir.
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(b) Migdal-Kadanoff bag tasima yéntemini kullanarak, K'(K) yineleme denklemini d boyutta
b = 2 igin yazin.

e Migdal-Kadanoff yaklasikhiginda, baglari oynatmak, kalan baglan 27! carpani ile
kuvvetlendirir. Dolayisiyla, kinma ugramis agda,

, 1+ ezxzd—lK
e = g a—1
qg—2+ 22K

olur.

(c) Sifir ve sonsuz ciftlenimler de sabit noktalarin kararlihgini kullanarak, d > 1'de sonlu K*
degerinde banal olmayan bir sabit noktanin varligini ispatlayin.

e K* = 0 sabit noktasl civarinda, yani K < 1 igin,

22d—2K2
g

K’ > K

ve dolayisliyla, bu nokta yeniden kararlidir. Ancak, K* — oo igin,

K’

& ~

exp |2 20NK], = K =2"'K-lm2>K

NN

ki bu sabit noktanin d > 1 oldugu slirece kararli oldugu anlamina gelir.
e Sonug olarak, sonlu bir K* sabit noktasi olmasi lazim, dyle ki diger sabit noktalara akisi
ayirsin.

*< - * = =>%
©¢

(d)d =2igin, K* ve y.’yi, ¢ = 3, 1 ve 0 icin elde edin.
e Simdi, d = 2'de 6zel bazi durumlari tartisalim. Mesela, ¢ = 3’e bakarsak, banal olmayan sabit

nokta )
24x 4 3 3
=V —20% —r4+2=(r-2)2" - 1) =
T= o eya x -+ (x —2)(x )=0
denkleminin ¢6zimudir ki K* = In2 ~ 0.69'da banal olmayan bir sabit nokta verir. Bu nokta

icin termal Gstel

64K* €2K* 16

AR {9 1422K | 97

0K’
0K

—  y,~0.83

—out =4
K*

olur ki tam degerleri K* = 1.0005 ve y; = 1.2 ile kiyaslanabilir.
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q — 1’e analitik olarak devam ettirerek,

K/ 64K

© = —1+ 2e2K

elde ederiz. Banal olmayan sabit nokta,
at 3 2 2

denkleminin ¢6zimiddr, ki tek banal olmayan ¢6ziimii, K* = 0.48 veren, x = (1 4+ /5)/2 =
1.62'dir. Bu noktadaki termal Ustel

oK'
0K

— ¥ — 4 [1 —e_K*} . — g ~0.61
K+
olarak verilir. Bir sonraki problem kimesinde tartisildigi gibi, ¢ — 1'deki Potts modeli, bag
suzilmesi modeli ile eslegtirilebilir, ki tamamen geometrik bir olgu olmakla beraber, sirekili
termal faz gecisine tamamen benzer pek ¢ok 6zellik gosterir.

Ve son olarak, ¢ — 0 igin, ag hayvanlari ile ilgili (bkz. PK#9),

T =24 22K

elde ederiz, ki bunun icin

—1 424

:W, Veya, $4—2$3+2$—1:($—1)3($+1):0

T
denklemini ¢ozmemiz gerekir, ki bu denklemin tek sonlu ¢6zimui, = = 1 banal ¢ézimuddar.

g — 0icin, K <« 1ise,
2

K
K ~K+ 7 > K
elde ederiz, ki bu noktanin simdi kararsiz oldugunu gésterir. ik diizeltmenin, sinirda bir

kararlilik verdigine dikkat edin (y: = 0). Yine de, K* — oo igin,

K/

et ~—exp2K], = K =2K-In2>K

N |

elde ederiz, ki bu noktanin kararli oldugu anlamina gelir.

75 = = =%

*kkkkkkk

9. Potts modeli: Tagsima matrisi igslemi, Potts modeline genigletilebilir, ki burada her konumdaki
s; spini ¢ deger alabilir s; = (1,2,---, q); ve Hamiltoniyeni —gH = KZﬁ\Ll Osirs00 T Ksy s il
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verilir.

(a) Tasima matrisini yazin ve kdsegenlestirin. Matrisin simetrilerinden 6zdegerlerini tahmin
etmek kolay oldugundan, ¢’uncu derece bir sekller denklem ¢dzmeniz gerekmedigine dikkat
edin.

e Bolisum fonksiyonu

Z =" (s1|T|s2)(s2|T|ss) - - - (sn-1|T|sn)(sn|T|s1) = Iz(T™)
{s:}

burada (s;|Ts;) = exp(Kds,s,) ¢ % ¢ tagima matrisidir. Matrisin kdsegenel elemanlari e
iken, kdsegen disindaki elemanlari birimdir. Matrisin 6zvektorleri, incelemeyle kolayca bulunur.
Bitiin elemanlari esit olan bir tane 6z vektor vardir; karsilik gelen 6zdeder \; = e + ¢ — 1'dir.
Ayrica, (¢ — 1) tane, birincisine dik, yani elemanlarinin toplami sifir olan, (¢ — 1) 6zvektor vardir.
Karsilik gelen 6zdegerler yozdur ve e — 1'e esittir. Dolayisiyla

Z=Y A = (-1 -1 (K -1)"

(b) Konum basina serbest enerjiyi hesaplayin.
e N > 1icin en buyUk 6zdeger belirleyici oldugu igin,

InZ

N :ln<eK—|—q—1>

(c) Bagdasiklik uzunlugu ¢ igin ifadeyi verin (detayli bir gcikarim yapmaniza gerek yok), ve T' =
1/K — 0 iken davranigini tartigin.
e Bagdasikliklar, 6zdegerlerin oraninin aradaki mesafeye kuvveti olarak azalirlar. Dolayisiyla,

bagdasiklik uzunlugu
B Al -1 B el 4 q—1 -
()] = (05

K — oo limitinde, yukaridaki sonucu agarsak

¢ K1 (1)
~— =—-exp| =
q q T

elde ederiz.

*kkkkkkk

27 www.acikders.org.tr



