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8.334 istatistiksel Mekanik Il &%« Test 2
Tekrar Problemleri

Test, ‘kapali kitaptir, ancak isterseniz, tek-tarafli formil sayfasi getirebilirsiniz. Bu sayfanin
amaci, énemli formil ve denklemleri hatirlatmaktir, ve buradaki cevaplarin kisa yazimi degildir.
Bu ayricalik kétlye kullanilirsa, ilerideki sinavlarda geri alinacaktir. Test, tamamen asagidaki
sorularin bir alt kimesinden olusacaktir. Dolayisiyla bu sorularla yakinsaniz ve rahatsaniz,
herhangi bir strpriz olmayacak!
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1. Swilarda Olgeklenme: Sivi-gaz kritik noktasi yakininda, serbest enerjinin F/N =

t2=2g(5p/t?) seklini aldigi kabul edilir, ki burada t = |T" — T,|/T. indirgenmis sicakliktir, ve

op = p — pc kritik nokta yogunlugundan sapmayi 6lger. Herhangi bir Q(¢,p) termodinamik

niceliginin énde gelen tekilligi, p = p. esyogunluk Gzerinden kritik noktaya yaklagirken ¢*

seklindedir; veya T' = T, egsicaklik egrisi Uzerinden bir yol i¢in 6 p¥ seklindedir. = ve y Ustellerini

asagidaki nicelikler i¢in bulunuz:

(a) Parcacik basina i¢ enerji (H)/N, ve parcacik basina entropi s = S/N.

(b) Cy =T0s/0|y ve Cp =T0s/IT|p 18I sigalari.

(c) Essicaklik sikistirilabilirligi < = 0p/0P|r/p, ve termal esnema katsayisi o« = 0V/0T'|p/V .
(b) ve (c) kisimlarinda elde ettiginiz sonuglarin Cp — Cy = TVa?/kr termodinamik

6zdesligi ile tutarli oldugunu kontrol ediniz.

(d) T < T. icin, beraber varolma egrisi boyunca, erime isisinin davranisini kabaca cizin, ve

t'nin fonksiyonu olarak tekilligini bulun.

*kkkkkkk

2. Ising Modeli: d = 1 + € boyutundaki ising modelinin, T" sicakliyi ve h manyetik alani icin,
differansiyel yineleme bagintilari

dh = dh

dT __ T2
e —

olarak verilir.

(a) Renormalizasyon gurubu akiglarini (7, h) dizleminde kabaca ¢izin (¢ > 0 igin), h = 0
ekseni boyunca, sabit noktalari igaretleyin.

(b) Kritik sabit noktada, y; ve y, 6zdegerlerini, e mertebesine kadar hesaplayin

(c) Renormalizasyon altinda ¢ bagdasiklik uzunlugunun degisimini belirleyen denklemden
baglayarak, £(t,h) = tVge(h/|t|*) (burada ¢t = T/T. — 1) oldugunu gdsterin, ve v ve A
Gstellerini bulun.

(d) Hiperdlgekleme bagintilarini, serbest enerjinin tekil kismini bulmak fiok (¢, k), ve dolayisiyla
IsI sigasi Ustelini, i¢in kullanin.

(e) Miknatislanma ve alinganh@in tekil davranislari icin, sirasiyla, 3 ve ~ tstellerini bulun.

(f) Alinganlik ve yerel miknatislanmalarin bagdasikliklar arasindaki bagintidan baglayarak,
kritik bagdasikliklar ({(m(0)m(x)) ~ |x|~(¢=2+)) igin ;) Gstelini hesaplayin.
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(9) d =1de, T — 0 iken (h = 0 boyunca), bagdasikliklar nasil iraksar?

*kkkkkkk

3. Boyuna Alinganlik: Ortalama alan dlzeyinde, boyuna alinganhigin iraksamasi igin higbir
sebep yokken, gercekte, d < 4 boyutlarinda salinimlardan dolay! iraksar. Bu problemde, bu
iIraksamanin tedirgeme kuramindaki kaynagini géstermek amagclanmigtir. Aslinda, bu hesap-
taki degisik adimlarda, ihmal etmeniz séylenen bazi incelikler vardir. Niye gegerli olduklarini
distinmek isteyebilirsiniz.

n bilegenli bir miknatislanma vektériinl mi(x) tasvir eden Landau-Ginzburg Hamiltoniyenini

BH = /ddx {g(vmf ¥ %mQ +u(m?)?

t < 0 icin dizenli fazda ele alalim.

(@) mi(x) = (m + ¢p(x))éy + de(x)é. Olsun, ve SH'yi acilimdaki biitiin terimleri tutarak agalim.
(b) ¢y ve $.'de ikinci derece terimleri, tedirgenmemis Hamiltoniyen 5H, olarak alalim, ve ¢, ile
$.'yi birbirine ciftleyen en distik mertebe terimi de U tedirgemesi olarak, yani

U = dum / dxbp (%) B (x)?

U’yu Fourier uzayinda, ¢5(q), ve q?e(q) cinsinden yazin.

(c)Gaussiyan (ciplak) (dy(a)¢s(d))o Ve (¢en(a)des(a’))o beklenen dederlerini, ve karsilik
gelen, momentum bagimh x;(q)o ve xe(q)o alinganliklarini hesaplayin.

(d) (de(q1) - Ge(q2)de(dy) - de(d's))o’i Wick kurami kullanarak hesaplayin. (¢.’nin (n — 1)
bilesenli bir vektdr oldugunu unutmayin)

(e) (dp(a)dp(q’)) ifadesini, U tedirgemesinde ikinci dereceye kadar yazin. U, ¢,'da tek oldugu
icin, ikinci mertebede sadece iki terim sifirdan farklidir.

(f) U’nin fourier modundaki ifadesini kullanarak, diizeltme terimini, (d) kismindakine benzer, iki
tane 4-nokta beklenen degerinin garpimi olarak yazin. Sadece boylamsal 4-nokta fonksiyonu-
nun baglantili terimlerinin hesaplanmasi gerektigine dikkat edin.

(g) (d)'de elde edilen baglantisiz terimi ihmal edin (yani (n — 1)? ile orantili kismi), ve x;(q) igin
tedirgemede ikinci mertebeden bir ifade yazin.

(h) d < 4 igin, dizeltme teriminin ¢ — 0 icin ¢®=* olarak iraksadigini gésterin, ki bu sonsuz
boylamsal alinganlik anlamina gelir.

*kkkkkkk

4. Kristal Esyénsizlik: Dortgensel kristal yapil bir ferromanyet disinelim. Spinlerin alttaki ag
ile olan ciftlenmesi, tam donme simetrisini yok edebilir. Elde edilen esyonsizlikler, Landau-
Ginzburg Hamiltoniyenini degistirerek tasvir edilebilir:

K t 2
BH = /ddx [Q(Vﬁz)Q + 57?12 +u (mQ) - gm% + vmim?
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burada 1% = (my, - -+, my), ve m? = 31, m2'dir (Ug boyuttaki miknatislar igin d = n = 3)

(a) Sabit || genligi igin; » > 0 ve r < 0 igin, n boyutlu miknatislanma uzayinda hangi yonler
secilmigtir.

(b) Semer noktasi yaklasimini kullanarak, dizgin sekilde, 1 yoénine parallel ve dik
miknatislanmig fazlar i¢in serbest enerjileri (In Z) hesaplayin.

(c) Faz diyagramini (¢,r) dizleminde kabataslak cizin, ve fazlari (derece tir() ve dogasini
(surekli veya sireksiz) isaretleyin.

(d) Dlzenli fazda, Goldstone modlari var midir?

(e)u = 0, ve pozitif ¢t ve r icin, tedirgenmemis (m;(q)mi(q’))o ve (ma(q)ma(bfq’))o ortala-
malarini hesaplayin, burada m;(q), m;(x)’'in Fourier ddnisimuanu gosterir.

(f) Dérdiincii derece terimi U = u [ d?x(m?)2, m;(q) Fourier modlari cinsinden yazin.

(9) U’yu bir tedirgeme olarak alarak, (mi(q)mi(q’))’a birinci derece dizeltmeyi hesaplayin.
(Cevabinizi bazi integraller seklinde birakabilirsiniz.)

(h) U’yu bir tedirgeme olarak alarak, (ma(q)m2(q’))’a birinci derece diizeltmeyi hesaplayin.

(i) Yukaridaki cevabi kullanarak, x; ters alinganligini belirleyin, ve sonra «’da birinci mertebe-
ye kadar yok oldugu noktadan, gegis noktasini ¢, belirleyin.

(j) d < 4’te, kritik davranig, esyonli O(n) modelinden farkh midir? RG dilinde, r parametresi
O(n) sabit noktasinda énemli midir? Her iki durumda, gegcis icin evrensellik siniflarini belirtin.
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5. Kiibik esyénsizlik- Ortalama Alanin Uygulanmasi: n-bilesenli mi(x) = (mq1, ma, -+, my,) igin
degistirilmis Landau-Ginzburg Hamiltoniyenini

K t &
_ [ =12 =2 =212 4
ﬂH_/dx[2(Vm) +§m + u(m*) +vl§:1mi

ele alin. -7, m} “klbik esyonsizIUk” terimi, tam dénme simetrisini kirar ve belirli bir yon
seger.

(a) Sabit || genligi icin, v > 0 ve v < 0 igin n bilesenli miknatislanma uzayinda hangi yénler
segilir?

(b) BH’in sonlu bir en kiigik degeri olmasi igin, v ve v’deki kosullar nelerdir? (u,v) dizleminde
bu alanlari kabataslak gizin.

(c) Genelde, daha yliksek terimler (mesela ug > 0 olmak lzere ug(1%)2) vardir, ve (b) kisminda
izin verilmeyen bdélgelerde kararlihgi saglarlar. Bu tarz terimleri akilda tutarak, « > 0 igin,
(t,v) dizleminde, semer noktasi faz diyagramini kabataslak gizin; fazlari, ve gegis gizgilerinin
derecesini agikga belirleyerek.

(d) Diuzenli fazda, herhangi bir Goldstone fazi var midir?

*kkkkkkkk

6. Klbik egydnsizlik-c acilimi:
(a) w ve v’'nin ikisinde birden bir tedirgeme agiliminda ikinci mertebe terimlere bakarak, bu
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ciftlenim sabitleri i¢in yineleme bagintilarinin

U — ey — 4C [(n + 8)u? + 6uv]
% = ev — 4C [12uv + 9v?]

oldugunu gésterin, burada C = K4A?/(t + KA?)? ~ K,/ K? yaklagik olarak bir sabittir.

(b) (u,v) dizlemindeki bitlin sabit noktalari bulun, ve n < 4 ve n > 4 igin, akis sekillerini gizin.
Her durumda, kararli sabit nokta civarinda, kubik terimin énemliligini tartisin.

(c) Indirgenmis sicaklik ¢ icin yineleme bagintilarini bulun, ve sabit noktalarda n < 4 ve n > 4
icin v Ustelini hesaplayin.

(d) Salinimlari dahil edince, (b) kisminda hesaplanan (u,v) dizlemindeki kararli bélge, azahr
mi artar mi? Gergekte, ylksek mertebeden terimler her zaman olacagi igin, bu, kiiglik negatif
v ve n > 4 igin, faz gegisinin dogasi hakkinda ne sdyler?

(e) (t,v) dizleminde (v > 0), n > 4 ve n < 4 igin, dizenli fazi belirleyerek, faz diyagramini
kabataslak ¢izin. Bu fazlarin herhangi birinde, faz gegisi yakininda, Goldstone modlari var
midir?

*kkkkkkk

7. Kimdlant yontemi: —H = K 3~ _,;- 0;0; ile tamimlanan, kare ag lzerindeki ising modeline,
Niemeijer-van Leewen birinci derece kimdlant acilimini asagidaki adimlari takip ederek
uygulayin:

(a) b = 2 olan bir RG’de, baglari, hicre igi bilesenleri 5H, ve hlicreler arasi bilegenleri U olarak
ikiye ayirin.

(b) Her « hucresi igin, o/, = sign(cl + o2 + o2 + o) olarak renormalize edilmis spinleri
tanimlayin. °% , o1 = 0 olan dizilimler igin, bu tanim belirsizdir. Bu dizilimlerin agirliklarini
ol, = +1 ve —1 arasinda esit olarak dagitin. (yani, Boltzman agirligina ek olarak bir 1/2 ¢arpani
ekleyin.) Bir hiicrenin biitlin olasi dizilimleri, i¢ olasiliklari exp(—3H,), ve o), = +1’e katki veren
agirhiklar icin bir tablo yapin.

(c) (U)o'yu o/, hiicre spinleri cinsinden ifade edin; ve buradan K’(K) yineleme bagintisini elde
edin.

(d) K* sabit noktasini, ve termal y; 6zdegerini bulun.

(e) Kiguk bir manyetik alanin varliginda »>", o;, h i¢in yineleme bagintisini bulun; ve sabit
noktada y; manyetik 6zdegerini hesaplayin.

(f) K*, v, ve y;, degerlerini tam degerleri ile kiyaslayin.

*kkkkkkkx

8. Migdal-Kadanoff yéntemi: Bir hiperkubik agda, : konumlarindaki, en yakin komsusu ile

_ﬁH = K Z 581‘,83‘
<ij>
Hamiltoniyeni ile etkilesen Potts spinlerini, s; = (1,2, - -, ¢) disinin.

(@) d = 1'de, b = 2 renormalize etme/kirim islemi ile tam yineleme bagintilarini bulun. Bitln
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sabit noktalari ve kararliliklarini belirleyin.

(b) Migdal-Kadanoff bag tasima yoéntemini kullanarak, K'(K) yineleme denklemini d boyutta
b = 2 i¢in yazin.

(c) Sifir ve sonsuz ciftlenimler de sabit noktalarin kararliigini kullanarak, d > 1’de sonlu K*
degerinde banal olmayan bir sabit noktanin varhigini ispatlayin.

(d) d=2igin, K* ve y.yi, ¢ = 3, 1 ve 0 i¢in elde edin.

*kkkkkkk

9. Potts modeli: Tasima matrisi igslemi, Potts modeline genigletilebilir, ki burada her konumdaki
s; spini ¢ deger alabilir s; = (1,2, -, ¢); ve Hamiltoniyeni —gH = K >N, Osiysivn T Kdsy s, ilE
verilir.

(a) Tasima matrisini yazin ve kdsegenlestirin. Matrisin simetrilerinden 6zdegerlerini tahmin
etmek kolay oldugundan, ¢’'uncu derece bir sekiller denklem ¢dzmeniz gerekmedigine dikkat
edin.

(b) Konum bagina serbest enerjiyi hesaplayin.

(c) Bagdasiklik uzunlugu ¢ icin ifadeyi verin (detayh bir ¢cikarim yapmaniza gerek yok), ve
T =1/K — 0 iken davranisini tartisin.

*kkkkkkk
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