8.334 istatistiksel Mekanik Il l%" Problem Kiimesi #6

Spin Dalgalarinin Otesinde

1. Uzun erimli etkilesimi olan, dogrusal olmayan o modeli: n bilesenli,
oH = [d'x [a'yK(x=y)30) - )

Hamiltoniyeni ile etkilesen, birim spinleri disiniin s(x) = (s1,52, ", sn), |S(X)]* =
>, s:(x)? = 1 olmak lzere.
(@) K(x) uzun erimli etkilesimi, w < 2 olmak Uzere K¢“/2'nin Fourier ddnisimudar.
Etkilesimlerin uzun mesafelerde hangi asimptotik azalmasi, bdyle bir azalmayla tu-
tarhdir? (Cevap icin boyutsal inceleme yeterlidir, higbir integrali agik¢ca almak gerek-
memektedir.)
(b) Sifir sicaklik yakininda, s(x) = (7(x),o(x)) alabiliriz, burada 7(x), temel durum
etrafindaki kiigiik salinimlari gésteren n—1 bilegenli bir vektérdar. 7(x) igin etkin Hamil-
toniyeni, {o(x)}’lari integralleyerek bulun.
(c) Yukaridaki Hamiltoniyenin, ikinci derece kisminin, K ile orantili terimlere odakla-
narak, Fourier transformunu alin, ve buradan (r;(q)7;(q'))o’1 hesaplayin.

Simdi, g'su A/b < |q| < A kabugunda olan 7~ (q) Fourier modlarinin integralini
alarak, renormalizasyon gurubunu olusturacagiz.
(d) Bu modlari kaldirdiktan sonra, 7 mertebesine kadar k{(cs), kabalastiriimig bek-
lenen degerini hesaplayin. 3"yi yine birim vektér yapan 6lgekleme carpanini bulun,
F(x) = 5(x)/¢
(e) Uzun erimli etkilesimlerin, basitlestiren bir 6zelligi, tedirgemenin bitin merte-
belerinde, kabalastiniimis ciftlenim sabitinin degismemesidir, yani X = K. Bu bilgiyi,
basit boyutsal analiz ile beraber kullanarak, renormalize edilmis K’(b) etkilesimini K, b
ve ( cinsinden ifade edin.
(f) T = 1/K igin differansiyel RG denklemlerini b = 1 + 6/ alarak olusturun.
(9) f =w +e€igin, T, ve v kritik Gstelini, €da en distk mertebeye kadar hesaplayin.
(h) Hamiltoniyene, simetriyi kiran kiclk bir terim ekleyin, —# - [d?x3(x). h'nin
renormalizasyonunu bulun, ve kargilik gelen y; Ustelini belirleyin.
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2. 2 + € boyutunda XY modeli: XY modelinin iki boyuttaki yineleme bagintisid = 2 + ¢
boyuta genellestirilebilir, ve

‘(% = —€T + 4m3y?
d T
$=02-%)y

halini alir.

(a) Sonlu sicaklk faz gegisi i¢in, sabit noktanin konumunu hesaplayin.
(b) Bu sabit noktadaki 6zdegerleri, eda katki veren en disik mertebeye kadar
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hesaplayin.

(c) Bu sonuglardan, d = 3'teki sUperakigkan gegis i¢in v ve « Ustellerini tahmin edin.
[Aciliminizdaki, €'un sadece banal olmayan en digsik kuvvetini takip ederken dikkatli
olun.]
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3. (Secmeli problem) Simetri kiran alanlar: XY modeline

~BH, = hy [ & cos(p0(x))

terimini eklemeyi arastiralim. Boyle simetri kiran terimin pek ¢ok sebebi olabilir: p = 1,
genel ‘manyetik alan’dir, p = 2, 3, 4 ve 6, sirasiyla, dikdortgensel, altigen, kara ve
Uggensel simetrite sahip agla eslesmeden kaynaklanabilir. h, — oo iken, spinler kesikli
olur, ve p farkli deger alabilir, ve model saat modellerine denk olur.

(a) DUsUk sicaklik fazinda oldugumuzu varsayin, bdylece girdaplar olmasin, yani gir-
dap kagarligi y sifir olsun (RG anlaminda). Bu durumda, #’'nin agisal dogasini ihmal
edebiliriz, ve ¢ skalar olaniyla yer degistirebiliriz, buradan

2= [ Dotyesn{= [ x| (70 + hycos(po)|}

elde ederiz. Bu sine-Gordon modeli olarak bilinir, ve plrizlesme gegisine denktir. A,
ve K icin yineleme bagintilarini elde edin.
(b) Girdaplar dahil edilince, yineleme bagintilari

dh 2

W= (2= fe)h

-1 wp“h _
d@i _ __Zpkf2+4ﬁw2
i = 2-7K)y

olur.

(c) Yukaridaki RG denklemlerinin sadece 2—2 < K~!' < % icin, yani sadece p > 4te,
gegcerli oldugunu gbésterin. p > 4 ve p < 4 igin olasi faz diyagramlarini kabaca gizin.
Aslinda, majinal bir h, operatéri var oldugu icin, p = 4 oldukca 6zeldir, ve 4-kath faza

(klibik esydnsizlik) gecisin sirekli olarak degisen kritik Gstelleri vardir!
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4. Ters-kare etkilesimleri: Tek boyutta,

s(x)s

—BH, = f; [ dudy <?|/2> + [ dw (o)

|z —y

enerjisine tabi, s(z) skalar alanini diistinin. Yerel enerji @ [s] siddetle s(x) = +1’i tercih
ediyor olsun, (mesela ®[s] = g(s* — 1), g > 1 olmak Uizere.)
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(a) K > 0 oldugunda, temel durum ferromanyetiktir. L uzunlugundaki bir zincir igin, tek
bir alan duvarinin enerji maliyetini tahmin edin. s = +1'den s = —1’e gegisin, kiguk bir
uzunluk sinirinda a oldugunu varsayabilirsiniz.

(b) Tek bir bukilmenin olusma olasiligindan, dizenli ve dlzensiz fazlari ayiran kritik
ciflenim K. igin alt siniri elde edin.

(c) {z;} konumlarina yerlesmis seyrek bir alan duvari gurubu i¢in enerjinin

T; — Xj
—BHo :4KZQinln<’ - ]‘> +1non|qi|

i<j

oldugunu gosterin, burada, bdlge duvarinda s(z)’in artiyor mu azaliyor mu olduguna
bagl olarak ¢; = +1 olur. (ipucu: Kismi integral alin, ve a boyutuna kabalastirin.
®[s] fonksiyonu, sadece bdlge duvarinin gekirdek enerjisine katki verir, ki bu da y,
kacarhgini verir.

(d) L mesafesindeki iki zit bolge duvari arasindaki logaritmik etkilesim, aradaki diger
bdlge duvarlarinin perdelemesi ylzinden azalmistir. Bu etkilesim, y,'da tedirgemeyle
hesaplanabilir, ve en disik mertebede

oo 4K
K = Ko = K =28 [~ ard () + 0(u) (1
0

etkin ciftlenim sabiti ile tasvir edilebilir (sonraya bkz.) Siniri a’dan ba = (1 + §¢)a’ya
degistirerek, K ve y, parametreleri igin differansiyel yineleme bagintilarini olugturun.
(e) Renormalizasyon gurubu akigini 7 = K~! ve y,"In fonksiyonu olarak kabataslak
cizin, ve modelin fazlarini tartigin.

(f) Yukaridaki etkin etkilesmeyi, denklem 1’deki gibi ¢ikarin. (ipucu: Bu, yiklerin sirayla
degismesi gerektigi icin, iki boyutlu Coulomb gazindaki hesaptan kismen daha ko-
laydir.)
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5. Erime EgyOnsiz bir agin, u;(x) bozulmasinin elastik enerji maliyeti
1 d
—67'( == i/d X [2/LUZJUZJ + )\U“‘Ujj]

olur, burada w;;(x) = (0;u; + 0;u;)/2 gerilme tenséruddir.

(a) Enerjiyi, u;(q) Fourier dénltsimleri cinsinden ifade edin, ve salinimlarin normal
modlarini bulun.

(b) (u;(q)u;(q")) beklenen degerlerini bulun.

(c) Ag arali§i « mertebesinde bir alt mesafe siniri varsayarak, U?(x)
hesaplayin.

(d) (Sezgisel) Lindemann Kriteri, agin, deformasyonlar ag arahdin belli bir oranina
geldigi zaman eridigini sOyler, yani limyx .., U(x) = cpa i¢in. u = j/(kgT) ve

((ti(x) — w(0))*)'y!
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A = X/(kgT) oldugunu varsayarak, yukaridaki kriterden, erime sicakligini 7.
hesaplayin. 7,’nin boyuta d baglihgini yorumlayin.
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