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8.334 istatistiksel Mekanik Il l%" Problem Kimesi #5

Esleklik: Potts modelleri & Stiziilme

1. Egleklikten Enerji: Kare agdaki, —fH = K} _;; 0,05 olan, ising modelini (o; = +1)
dastnun.

(a) Serbest eneriji igin esleklik ifadesinden baslayarak, i¢ enerji U(K) = (K) = —0ln Z/0In K
icin benzer bir ifade ¢ikarin.

(b) (a)’y1 kullanarak, U’nun kritik noktadaki K. tam degerini hesaplayin.

2. Saat modeli eslekligi: Kare bir aga yerlestirilmig, saat modeli Hamiltoniyeni

PHs = — Z J(l 57)modq])

<i,5>

ile etkilesen s; = (1,2, -- -, q) spinlerini disunun.

(a) N konum degiskeninden, 2N bag degiskenine, b;; = s;—s;, gecin. Degiskenlerin sayisindaki
degisim, her plaketin (temel kare) etrafindaki dért bag degiskeninin toplaminin mod ¢'da sifir
olmasi kosuluyla agiklanabilir.

(b) Kosullar, her plaket icin “delta fonksiyonlari” ekleyerek uygulanabilir:

1 < 2min, S
3 [Splmod a=; Z exp {pp} .

np=1

Butln bag degiskenleri Gizerinden toplanarak, béligiim fonksiyonu eglek degiskenler Gizerinden

=gV Y I Aoy —ny) = Zexp[ZJ —np]

{np} (p,p") {np} (p.p")

olarak yazilabilir, burada \(k), e’/ (™ nin kesikli Fourier ddniisiimiidiir.
(c) Potts modelinin etkilesme parametresinin eglegini hesaplayin, ve buradan J.(q) kritik nok-
tasini bulun.
(d)
—fH = Z (Jxész,wszﬂ,y + Jy5sz,y,sm,y+1)
z,Y

Hamiltoniyeni ile verilen, esydnsiiz Potts modelinin, yani « ve y yoninde farkli kuvvetli baglari
olan, eslegini olusturun. (J,, J,) dizleminde, 6zeslek etkilesimlerin olusturdugu dogruyu bulun.
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3. Uggensel/altigen ag ising modeli: Herhangi bir diizlemsel bag ag icin, komsu plaketlerin
merkezlerini baglayarak, geometrik bir eslegini tanimlayabiliriz. Eglek agin her bir bagi, ilk agin
bir bagini keser, bdylece yerel bir eslesme tanimlayabiliriz. Agikga, U¢ggen agin eslegi, altigen
(veya ari kovani) agidir, ve tersi de dogrudur.

(a) K, enyakin komsu etkilesim kuvvetli, altigen bir a§ Uzerindeki ising modelini disdnin.
Altigen agin iki pargali olduguna dikkat edin, yani iki alt aga ayrlabilir. Boélisim fonksiyonunda,
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bir alt ag Uzerindeki bitln spinler Gzerinden kismi bir toplam alin. Kalan spinlerin, K;(Kpy)
en yakin komsu etkilesimli icgen bir ag olusturdugunu gdsterin. (Bu yildiz-lggen déniisimd
olarak bilinir.)

(b) Uggen ising modelinin esleginin, herzamanki esleklik bagintisini, K (K), saglayan altigen
Ising modeli oldugunu gdsterin.

(c) Onceki sonuclar birlestirerek, licgensel ve altigen aglarin K; ve K kritik giftlenimlerini
hesaplayiniz.
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4. Ucgensel/altigen ag Potts modeli: Bir énceki problemin adimlari, genel Potts modeli igin
tekrarlanabilir.

(a) Altigen bir agda, Kjds,s; en yakin komsu etkilesimli Potts spinlerini (s; = 1,2,---,q)
dasdnin. Yildiz-tggen kirrmini uygulayarak, kalan spinlerin K;(Kj3) en yakin etkilesimli, ve U¢
spin etkilesimli L(k},) licgensel bir a§ olusturdugunu gésterin. ising modelinde L niye yoktur?
(b) Ucgensel ag Gizerindeki Potts modelin eslegi nedir?

(c) (Secmeli) Acikca, ek etkilesimlerden dolaylr model 6zeslek degildir. Yinede, f(t(Kc) =K.
olacak sekilde kritik Usteli belirleyin. Sonra, L(K.) = 0 oldugunu kontrol edin, yani model genel
olarak 6zeslek olmadigi halde, tam kritiklikte, 6zeslektir, bdylece K.(¢)’nun tam degeri elde
edilir.
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Sizilme

Sivilar, delik yogunlugu az olan katilardan gegemezler. Ancak, esik bir yogunlukten sonra,
delikler Ust Uste biner, ve sivi birbirine baglantil malzeme icinden sdzdlebilir. Sdzilme klasik
bir geometrik faz gegcisidir, ve pek c¢ok kirilma veya basarisizlik strecininde kullaniimistir.
Esnek bir agda katiligin kaybolmasi, direng aglarinin iletkenligi, seyreltiimis miknatislardaki
miknatislanma bir ka¢ érnektir.

Sitzulmenin basit modellerinde, agin elemanlari (konumlar veya baglar) birbirinden
bagimsiz bir sekilde p olasiligiyla doludur. Bir kiime, bu dolu elemanlarin birbirine baglanmig
(komsu baglarla) toplulugu olarak tanimlanmistir. Kiglk p igin, sadece kiglk kiimler vardir,
ve aralarinda » mesafesinin oldugu iki konumun birbiri ile baglantili olma olasiligi exp(—r/¢)
olarak azalir. Bagdasiklik uzunlugu £(p) artan p ile artar, sdzdlme esiginde p, £(p) ~ |p. —p|™
olarak iraksar. Sonsuz bir kiime, ilk olarak bu esikte ortaya ¢ikar, ve bitlin p > p. igin, (sonsuz)
sistemin icinde slzulir. Dlzen parametresinin benzeri, herhangi bir konumun bu sonsuz
kiimeye ait olma olasiligidir, P(p). p.’ye yukaridan yaklasirken, P(p) ~ |p. — p|° olarak yok olur.
pc nin degeri, modelin detaylarina bagl olmakla beraber, 5 ve v evrenseldir, sadece uzamsal d
boyutu ile degisir.

Takip eden problemlerde, bag sizilmesine odaklanacagiz, yani p, ag Uzerinde bir bagin
dolu olma olasiligini gésterir.

5. Suzilmede, eslekligin cok dogal bir yorumu vardir: Bir bag dolu ise, esledi bostur, ve tersi.
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Dolayisiyla, eslek baglarin dolu olma olasiigi p = 1 — p = ¢ olur. Tanimi geregi, orijinal ve
eslek elemanlar kesismedikleri igin, biri veya 6teki sistem icinde stzultr.

(@) N bagin seri bagl oldugu bir zincirin eslegi, paralel bagh N bagdir. Karsilik gelen
sUzllmeme olasilig1 nedir?

(b) Kare agdaki bag sizllme problemi 6zeslektir. Esik p. degeri nedir?

(c) Ug boyutta bag stizillmesi, plaket stiziilmesine eslektir. d = 3'te, kati bitinlugini korurken,
sUzUlmek mimkin maddr?
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