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8.334 istatistiksel Mekanik Il l%" Problem Kimesi #1

Faz Gegisleri

1. Bir gazin kritik davranisi: Bir gazin basinci, yogunluguna n = N/V ve sicakhgina T

P=kgTn— gnz + %n?’
kesilmis serisiyle baghdir, burada b ve ¢ pozitif olduklari kabul edilen, sicakliktan bagimsiz
sabitlerdir.

(a) Daha diglk sicakliklarda bu denklemin gecersiz olmasi gereken kritik sicakhgi 7., ve
karsilik gelen kritik noktanin yogunluk n. ve basincini bulun. Buradan, kgT.n./P. oranini bu-
lun.

(b) Essicaklik sikigtirilabilirligini < = —% %‘T hesaplayin, ve n = n.de sicakligin fonksiyonu
olarak davranigini kabataslak gizin.

(c) Kritik egsicaklik egrisinde, (P — P.)'nin (n — n.)’nin fonksiyonu olarak ifadesini verin.

(d) Sistem, T' < T.'deki kritik egsicaklik egrilerindeki kararsizliktan, n, yogunlugundaki bir sivi
ve n_ yogunlugundaki gaz fazlarina ayrilarak kaginir. T.'ye yakin sicakliklarda, bu yogunluklar
nt ~ n.(1 £+ 9) olarak davranirlar. Maxwell yapilanmasini kullanarak, veya bagka turld, 6(7")
icin kapali bir denklem bulun, ve (7, — T') — 0 iken davranigini belirtin. (ipucu: Essicaklik egrisi
boyunca, kimyasal potansiyelin degisimi du = dP/n denklemine uyar.)

(e) Dieterici’nin durum denklemini saglayan bir gaz diigliniin:

P(v—10) = kpTexp (— k;.ﬁ;)
burada v = V/N. Kritik noktasinda, Pv/kgT oranini bulun.
(f) Dieterici gazi igin egsicaklik sikigtirilabilirligini 7, v = v.de, T — T,.’nin fonksiyonu olarak
hesaplayin.
(9) Dieterici kritik essicaklik egrisi Uzerinde, basinci, (v — v.)'de sifirdan farkli en kigik merte-
beye kadar agin.
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2. Manyetik ince filmler: Kristalize bir film (basit kiibik), sonlu n sayida tabaka biriktirerek elde
edilir. Her atomun Gg¢ bilesenli (Heisenberg) spini vardir, ve

n n—1
RLEDIDVRILIE ED D D ST o
a=1<i,j> a=1 i
Hamiltoniyeni ile etkilesir. (Birim s vektorl, o katmanindaki i konumundaki spini belirtir. Alt
index < 4,5 >, i konumundaki spinin, ayni katmandaki kare agda j olarak isaretlenmis 4 en
yakin komsusu ile etkilestigini isaret eder.) Bir ortalama-alan yaklastirmasi, varyasyonal pg o
exp(—0BHo) yogunlugunda, deneme
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Hamiltoniyeni ile elde edilir. (En genel, tek-konum Hamiltoniyeninin yiksek mertebeden
LY .. 8¢, - s¢,, burada s., §'vektornln c bileseni, terimlerini de icerebilecegine dikkat edin.)
(@) Zo ({E“}) bollistim fonksiyonunu ve 8F, = — In Zy'1 elde edin.

(b) mqa = |(5%)o| miknatislanmalarini, ve (5Ho)o’1, L(h) = coth(h) — 1/h Langevin fonksiyonu
cinsinden elde ediniz.

(c) (BH)o1, (makul) batin varyasyonel ({ﬁa}) alanlarinin paralel oldugu varsayimi ile
hesaplayin.

(d) Tam serbest enerji, SFF = —InZ, Gibbs esitsizligini saglar (asagiya bkz.), —gF <
BFy + (BH — BHo)o- Miknatislanma {m,} i¢in, fHy’1 optimize eden kendinden tutarl denklem-
leri bulunuz. Bu denklemleri sayisal olarak nasil ¢dzersiniz?

(e) Kritik sicakhigi, ve miknatislanmanin hacimsel bélgede nasil davrandigini, n — oo limitinde
bulun. (lim,,—o £71(m) = 3m + 9m3/5 + O(m®) olduguna dikkat edin.)

(f) Kendinden tutarli denklemleri dogrusallastirarak, filmin kritik sicakhiginin, katmanlarin
sayisina, n, kT.(n > 1) = kT.(c0) — Jy72/(3n?) olarak bagli oldugunu gosteriniz.

(9) Kendinden tutarli denklemlerin, sUreklilikteki seklini elde ediniz, ve m’de (g¢lUnci
dereceden terimleri tutunuz. Elde edilen dogrusal olmayan differansiyel denklemlerin
m(x) = Mpgcim tanh(kz) seklinde bir ¢6zmu oldugunu gdsterin. Bu ¢bziimle hangi durumlar
tasvir edilir?

(h) Yukaridaki ¢6ziim, yarr sonsuz bir sistemi tasvir etmesi iin nasil degistirilebilir? Iyilesme
uzunlugu X ~ 1/k igin, kritik davraniglari elde edin.

(i) YUzeyin miknatislanmasinin |T" — T,| gibi yok oldugunu gdésterin.

(fydeki sonug, L boyutlarindaki bir sistemin gecis sicakliginin, asimptotik (sonsuz boyutlu)

limitine asagidan, T.(L) = Tc(co) — A/LY seklinde, v bagdagsma uzunlugunu kontrol eden
Ustel olmak Gzere, nasil yaklastigi ile ilgili oldukga genel davranisini gésterir. Ancak, bazi
sivi kristal filmleri, bu davranisa aykiri davraniyormus gibi gérinddler. Aslinda, bu filmlerde,
ciftlenimler, ylizey katmanlarindan daha kuvvetlidir, ve bundan dolayr hacimden daha énce
dlzene girerler. Bu durumda, T.’nin katman sayisina baglihgi ile ilgili bir tartisma igin, bkz. H.
Li, M. Paczuski, M. Kardar, ve K. huang, Phys. Rev. B 44, 8274 (1991)
e Gibbs esitsizliginin ispati: Zor bir problemin, Z = ize=#™ béliisim fonksiyonunu yaklasik
olarak hesaplayabilmek icin, 6zellikleri daha kolay hesaplanabilen, daha basit H, Hamiltoniyeni
ile baslanz. H(\) = Ho + (H — Ho) Hamiltoniyeni, A sifirdan bire giderken, bir Hamiltoniyenden
digerine gider. Karsilik gelen bélisiim fonksiyonu

Z(\) = Iz {exp [~ BHo — A\B(H — Ho)]}

icbtikeylik kosulunu saglamak zorundadir d*In Z()) /dA? = 3% ((H — H)?),. > 0, ve dolayisiyla

dlnZ

InZ(A) >InZ
nZ(A\) >InZ0)+ A D Ly

Ama, dIn Z/d\|x—0 = B{Ho — H)o oldugunu gbstermek basittir, burada alt indeks Hy'a gore
beklenen degeri isaret eder. Serbest enerjileri 5F = —In Z olarak tanimlayarak,

BF < BFy + (BH — Ho)o

2 www.acikders.org.tr



8.334 istatistiksel Mekanik Il l%" Problem Kimesi #1

esitsizligine geliriz.
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3. Siiperakiskan He* — He? karigimlari: Superakiskan He? diizen parametresi, bir karmasik
sayidir ¢(x). c(x) yogunlugundaki He® safsizliklarinin varliginda, bu sistemin asagidaki
Landau-Ginzburg enerjisi vardir:

) o) oP

K
gH L, = [ dix |G IVO + Sl + ulult + olul + 523

burada K, u, ve v pozitiftir.
(a) He? yogunlugunun integralini alarak,

2 = [ D exp(~3Hepin W) = [ DéDeexp(—5H [1,l)

olarak verilen etkin Hamiltoniyeni, 5H gyn [¢], bulun.

(b) Semer noktas yaklagsimini kullanarak, SHgiin [¢] icin faz diagramini elde edin. o*'in,
Ustlinde gegisin sireksiz hale geldigi limit degerini bulun.

(c)Sureksiz gegis, beraberinde ’in giddetinde bir sigrama da getirir. ¢ — o* iken, bu sigrayis
nasil yok olur?

(d) Stireksiz gegisin, He? yogunlugundaki bir sigramayi getirdigini gosterin.

(e) (t, o) koordinatlarinda, iki par¢anin o*’da asil birlestigini gstererek, kabataslak gizin.

(f) c(x) ve ¥(x) alanlarinin ortak olasiliklarina geri dénerek, (c(x) — vyo?|¥(x)|?) = 0 oldugunu
gOsterin.

(@) x # y igin (e(x)e(y)) = 7%0*(| W(x) [2 ¥(y) [2) oldugunu gdsterin.

(h) Dlzensiz fazda, (c(x)c(0))’In, ¢ = |x| ile nasil azaldigini niceliksel olarak tartisin.

(i) DOzenli fazda, {c(x)c(0))’1n, asimptotik degerine nasil azaldigini niceliksel olarak tartigin.
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4. Burusturulmus ytizeyler: Burusturulmus bir sayfa kagit, diz yaprakta x = (x1,x2) konu-
mundaki noktanin G¢ boyutlu uzaydaki konumunu # = (r1,72,7r3) gésteren bir vektér alanla
tasvir edilebilir. Her konfiglirasyonun enerjisinin 6telemeler ve dénmeler altinda degismez
oldugu varsayilir.

(a) Bu sistemin, Landau-Ginzburg Hamiltoniyeninin ikinci derece kisminda en disik iki mer-
tebeden (tlrev olarak mertebe) terimlerin

_ o [Loni oy Kopr o2
BH, [F] = a;2/d x [28ar Oui'+ - 027 027
oldugunu gosterin.
(b) Dérdlincl derecede ortaya ¢ikan en disik mertebe terimleri (iki tane var) yazin.
(c) Dérdinch dereceden terimin gerekli kararlihgi verdigini varsayarak (ve K > 0), ¢ isaret
degistirdiginde ne oldugunu tartigin.
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