8.02 Elektrik ve Manyetizma, Bahar 2002 % Odev # 4 Cozimler

Adam S. Bolton 15 Mart 2002
bolton@mit.edu

MIT 8.02, Bahar 2002
Odev # 4 Coziimler

Problem 4.1

Kelvin Su Damlalig.

“Lord Kelvin'in Gizemli Su Damlaligi’ni ¢alisirken gérmemis olan biri, baslangicta
simetrik olan aygitin tamamiyla tek basina o kadar gucglu bir asimetriyi nasil
gelistirdigini kavramakta zorlanir. Bununla birlikte, sag ve sol arasinda bir fark yok
gibi gérinurken, sag ve sol taraftaki su kolektorleri arasinda blyuk bir potansiyel fark
oldugu anlamina gelen bir kivilcim gdézlemlenir. Kisaca dusundukten sonra, bununla
birlikte, bir sey cok agiktir: sol kaba suyun ¢ok hizli digsmesini artirmak icgin gerekii
olan potansiyel farkini elde etmek igin, sol kaba disen suyun sag kaba digsen suya
gore zit isaretli net bir elektrik yuku tasimasi gerekir. Calisma hipotezi olarak, sola
disen suyun negatif ve saga disen suyun pozitif yukli oldugunu kabul ettigimiz
zaman, (B,D) iletim sisteminin negatif yliki ve (A,C) iletim sistemin pozitif yikinin
birikiminin kivilcimin oldugu yerde ~3 x 10° V/m kritik alan degerine ulagincaya
kadar nasil arttigint hemen gorebiliriz. Geriye kalan gizemli noktalar suyun nerede ve
nasil yuklendigi ve duzenegin bir tarafinda suyun negatif ylik elde etme egiliminin
Oteki tarafinda suyun pozitif yiklenmesine neden yol agtigidir.

Birgok eylemin oldugu yer, suyun aktigi musluga yakindir. Orada neler oldugunu
anlamak igin, A silindirinin Gst kenari yakinindaki varsayima dayali olaylari kronolojik
bir siralamada asagidaki gibi gz 6nune alin:

1. Bazi kuguk rasgele perturbasyon sayesinde, A silindiri gok az miktarda bir yuk
kazanir. Varsayalim pozitif olsun. Eger fiskiyenin yaninda su olmasaydi, ust
kenardaki elektrik alan cizgileri asagida sekil (a)da gosterildigi gibi olacakti.
Elektrik alan gizgilerinin silindir-fiskiye eksenine yakin bir yerde agirlikh olarak
yukari dogru olduklarina dikkat ediniz.

2. Suda OH ve H™ iyonlari vardir. Su saf ve PH’sI 7 olsaydi, 10" molekiilde 1’i
OH"ve H™ iyonlarina ayrismis olacakti. Dis alanin bir sonucu olarak (sekil (a)'da
gosterildigi gibi), H* bazi durumlarda artacak ve OH~ azalacaktir. Dolayisiyla,

bir iletken dis bir alana “maruz birakildigi” zaman, derslerde birka¢ kez
gosterilen duruma benzer bir sekilde indUklenmis bir yuk ayrismasi s6z

Sayfa 1 www.acikders.org.tr



8.02 Elektrik ve Manyetizma, Bahar 2002 7 Odev # 4 Cozimler

konusudur. Yuk dagilimi simdi sekil (b)'de oldugu gibidir. Sadece bir damla
goruyoruz, fakat yukaridaki yuk ayrismasi surekli su akisl igcin (derste
gosterildigi gibi) daha iyi sonug vermektedir.
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3. Suyun akisini tek tek damlalarin akisi gibi dustinelim. Taslak (b)’den de acgik¢a
goéruldugu gibi, sekilde gosterilen noktali ¢izgi boyunca damla kesildiginde,
yukaridaki (pozitif) bazi kutuplanma yulkleri su fiskiyesinin arka tarafinda
kalacaktir. Bu ylzden ayrilmis su damlasi negatif yiiklenmis bir hale gelir.

4. Bir sonraki adim B silindirinin UGzerindeki zit iki tarafin pertirbasyonunun
otomatik olarak tetiklenmesidir. (D’ye ulasan damlanin negatif yuku
espotansiyel ylzeyi (B,D) boyunca dagilir). B’deki pertirbasyon alani ters
cevrilmis gizgilerin yonleri hari¢ taslak (a)'da gosterilen ¢izgi sekillerine sahiptir.
B silindirinde sona eren su damlasi pozitif bir yike sahip olacaktir ( silindir A’nin
icinde olusan su damlasinin yuklne zit ). Fiskiyenin sag tarafinin arka kisminda
kalan yUk ise hi¢ stiphesiz negatiftir.

Bu kendi kendini besleyen bir kontrol disi iglemin baslangicidir: klguk bir
pertirbasyon bir “afet” meydana gelene kadar buylr de buyur (burada, bu afet hava
bozulmasidir). Biz burada fiziksel kararsizligin bir “sakaci” ornege donustigune

Sayfa 2 www.acikders.org.tr



8.02 Elektrik ve Manyetizma, Bahar 2002 %K Odev # 4 Cozimler

taniklik ediyoruz. (Bizim fiziksel dinyamiz ciddi karasizliklarla karsi karsiyadir:
siddetli hava (firtinalar, kasirgalar); laboratuvarda meydana getirilen plazmada
kontrolli fizyon olugsturma c¢abalarimizi engelleyen istenmeyen kararsizliklar;
Gunes'’in i¢ kismindaki iletimli kararsizlik; glines yuzeyindeki siddetli alevlenmeler,
VS.)

Bazen kararsizligin blyumesi sanki enerjinin korunumu kanununa kargi geliyormusg
gibi gorunar. Tabii ki bu sanildigi gibi degildir. Bagka bir olusumun enerjisi buyuyen

kararsizhigr beslemek icin harcanmaktadir. “Kelvin’in Su Damlaligi”’nda makineyi
besleyen, gravitasyonel potansiyel enerjidir.

Son iki yorum hikayeyi tamamlamak igindir:

1. Keyfi olarak A Uzerinde pozitif bir pertirbasyon yiku ile bagladik ve (A, C)
sistemi Uzerinde bUyuk pozitif bir yuk ile bitirdik. Pertirbasyonun negatif bir iz
yukl ile sans eseri basladigini farz edersek; bu, tartismamizda (A, C) ile (B,
D)'nin yer degistirmesi disinda higbir seyi degistirmez. Karakter olarak
baslangi¢ pertlirbasyonu rasgele oldugu igin, disen suyun hangi sutununun
negatife donusecegini kestiremeyiz. A bir kere negatif oldugunda, su akmaya
devam ettigi middetge, ayni o sekilde kalir; ¢unkU kivilcim sistemi tamamen
bosalamaz. Bununla birlikte, 6teki gin yeniden basladigimizda, A bu defa
pekala pozitif olabilir.

2. Peki, cam borunun iki fiskiyesinde arkada kalan yUklerin akibeti ne oldu? Sunu
bilelim ki, bunlar zit isaretli, dolayisiyla tlpteki ve tanktaki su yiklenmez.
Bununla birlikte, tipte tasinan suda bir elektrik akimi vardir. Eger tup ve sivinin
her ikisi de birer iyi yalitkan olsaydi, makine c¢alismazdi. Fiskiyelerde kalan
yukler ortadan kaldirilamayabilirdi ( bir fiskiyeden digerine sivi ya da tup
boyunca herhangi bir akim iletimi olamazdi), ve sivida yuk ayrisma iglemi hizli
bir sekilde kesilirdi (Ni¢in?). Bu ylizden esas olan sey, tlp veya sivinin iletkenlik
Ozellikleri tagimasidir.

Problem 4.2

Akim halkasi Uzerine etkiyen kuvvet (Giancoli 27-12.)
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Akim cevrimi boyunca olan ekseni z- ekseni olarak
alalim, manyetik alanin yonu pozitif z dogrultusunda
olsun. Telin diferansiyel bir kesiti Uzerinde olan
manyetik kuvvet, Giancoli esitligi 27-4 (s. 691) ile
verilmigtir (sekle bakiniz), ve manyetik alan tele dik
oldugundan,

dF = Idl X B = IdlB
ifadesi elde edilir (sekilde gdsterildigi yonde).

Problemin azimutal simetriginden bakildiginda, akim ¢evriminin tamamiyla z-yonunde

bir kuvvete maruz kaldigi sonucuna varilabilir (telin herhangi bir kesiti Uzerindeki
kuvvetin herhangi bir dig bileseni 6zdes, ¢ap boyunca zit kesit Uzerindeki zit yonelimli
dis kuvvet bileseni ile tamamen dengelenecektir). Dolayisiyla cevrim Uzerindeki
toplam kuvveti hesaplarken, sadece c¢evrimi olusturan bircok diferansiyel kesit
Uzerindeki kuvvetin z- bilesenlerini toplamaya (integre etmeye) ihtiya¢ duyariz.

Diyagramimizdan, tipik bir kesit i¢in, bu bilesen |dF.| = |dF|sin@ blylkligine sahiptir
ve negatif z-degerlerine dogru yonelmistir (asagi dogru). Dolayisiyla tel Gzerindeki
toplam kuvvet,

—2mriIB

Vri +d?

F = J dF =2 J dF, =2 J[—Idlﬁsinﬂj = —2urfBsinfz =

olur (basit trigonometrik kurallari kullanarak d lehinde & yok edildi).

Problem 4.3

Bir elektron (izerine etkiyen Lorentz kuvveti. (Giancoli 27-20.)

Bir manyetik alanda hareket eden yUklu bir pargaciga etkiyen kuvvet, Lorentz kuvvet
kural ile verilir (Giancoli esitligi 27-5a, s. 692). Vektorel carpimi Kartezyen bilesenler
cinsinden hesaplarsak,

F=qgqvx B
= g[(V,B. - v,B,)% + (v,B, — v,B,)¥ + (v,B, —v,B, )Z]

=gq [vx B, —v,B, )z" sifir olmayan baska bilegenler yok
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=(—16 x 107)[(4,0x 10*)(0,60) — (—6,0 X 10*)(—0,80)]2
=(38x1071N) 2 .

elde ederiz.

Problem 4.3

Spiral gizen elektronlar (Giancoli 27-29.)

Giancoli Kavramsal Ornegi'nde gosterildigi gibi 27-5 (s. 694), manyetik alana paralel
ve dik hiz bilesenleri agisindan dugunelim. Alana gore hizin 45° yonelimi s6z konusu
oldugunda,

v, =, = v/V2 |
elde ederiz.

v,, Giancoli Ornek 27-4 (s. 693)te anlatilan dairesel harekete neden olacaktrr,
dolayisiyla o érnegin sonuglarini kullanarak halkalarin yarigapini hesaplayabiliriz:

my,  my _ (9,1X107°)(3,0 X 10%)

r= =52 x10"° m.

qB 2B V2(L6x 107%°)(0,23)

Bir halkayr tamamlamak igin gegcen sure Giancoli esitligi (27-6) (s. 694) ile
verilecektir:

2mm

gb

Elektron sabit =, hizi ile manyetik alana paralel hareket eder, dolayisiyla bir T
suresinde donguler arasinda

2rmv —a
p=v,T= — =2nr =33 X107 m .

mesafesini alir.

Problem 4.5
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Motorunuzun rotorunun bir sargisi tizerindeki tork (Giancoli 27-33.)

Dlzgln bir manyetik alanda bir manyetik dipolliin potansiyel enerjisi icin Giancoli
esitligini (27-12) (s. 696) kullanacagiz:

U= —uBcosf# = —pu-B

(I akimi tasiyan a % b boyutlarinda ve N sarimli bir dikdértgen sarim igin, manyetik
moment p = NIab . dir.)

(a) W =U(6=180° — U(8 = 0°)
= —uBcos(180°) + uBcos(0°)

=uB(1+1)
= 2ub
(b) W = U(f = —90°) — U (6 = 90°)
= —uBcos(180°) + puBcos(0°)
= uB(0 + 0)
=0

Problem 4.6
Kiitle spektrometresi (Giancoli 27-49.)

Bir IV potansiyel farki altinda durgun halden hizlandirilan g yUklu bir iyon K =gV

kadarlk bir kinetik enerji kazanir. Pargcacik daha sonra B-alanli bir bolgeye girer ki
burada ona hizina dik bir kuvvet etki eder ve sabit hiz ve kinetik enerji ile dairesel bir
yoringede hareket eder. Newton’un ikinci kanunu pargacik Uzerine etkiyen manyetik
kuvvet ve merkezcil ivmeyle iliskilidir: gqvB =mv®/R. Bu ifadeyi K =mv?/2 ile
birlestirirsek, o sekildeki “siklotron yoriingeleri” icin ¥ = g*B? R?/2m elde edilir. Her
iki ifadeyi K igin esitlersek ve pargacik kutlesi igin ¢ozersek, gerektigi gibi
m = gB* R*/2V buluruz.
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Problem 4.7

Bir siklotronda déteronlarin hizlandirilmasi. (Giancoli 44-10.)

(Bu probleme baslamadan 6nce siklotron ¢alismalari ile ilgili bilgi sahibi olmak igin,
muhtemelen Giancolinin 1116 ‘nci sayfasindan baslayan “Siklotron” kesimini okumak
isteyeceksiniz.)

(a) Problem 4.6’da, siklotron egrilerindeki yUklu pargaciklarin kinetik enerijileri igin
asagidaki ifadeyi ¢ikarmigtik:

_qEBERE

2m

Iyonize olmus bir déteronun yiikii, onun bir tek protonun yiki olan +e dir. Kitlesi
(atomik kutle birimi cinsinden) Giancoli Ek D den bulunabilir:

m = (2,014)(1,66 x 107 kg) = 3,34 x 107 kg.

(Dogrusunu sdylemek gerekirse, iyonizasyonu hesaba katmak icin tabloda bulunan
doteryum kutlesinden bir elektronun kutlesini ¢ikarmaliyiz. Gergi, c¢alistigimiz
dogruluk derecesinde bunun sayisal degerlere bir etkisi yoktur.)

1.0 metrelik dis capta 10 MeV = 1,6 x 10~ ** J lik kinetik enerjiye sahip bir pargacik
oldugunu dusunelim. Dolayisiyla gerekli olan manyetik alan buyuklugu:

w.."'EmK (2 3,34 x 10727 (1,6 x 10712
B= = VX _j( j=u,551".
gR (1,6 X 10719)(1,0)

olur. (Bilinen kK =mv?/2 formilli yardimiyla arzu edilen bu kinetik enerji degerine
karsilik gelen hizi ararsaniz, v =~ 0,1cbulacaksiniz; burada ¢ = 3,0 x 10° m/s IsIk

hizidir. Bu yuzden eger parcacidin enerjisi ¢gok fazla olsaydi, konugsmada verilen hiz
ve enerji arasindaki rolativistik iliskiye bagsvurmamiz gerekirdi.)

(b) Gerekli olan dalgali akim frekansi, siklotron frekansi olacaktir ( Giancoli es. (44-
2), s. 1116)

f_aB _ 1 |'£_ 1 [2(16 X 107%2)

- 2mm 2nR m  2m(10),] 334x107%

=49 MH= .

(c) Doteron bir birimlik elektronik yuke sahiptir, dolayisiyla 22-kV’lik araliktan her
geciste 22 keV’lik kinetik enerji kazanacaktir. Bir tur basina bu araliktan iki kere
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gecer. Pargacigin son enerjisinin 10-MeV oldugu verildiginde, toplam tur sayisini
hesaplayabiliriz iV:

107

N=— =227 tur
2% 2,2% 104

(d) Her bir tur T = 1/f kadarlik bir zaman alir ( burada f (b) kesimimde bulunan
siklotron frekansidir). Dolayisiyla doteron i¢in baslangigtan ¢ikisa kadar gegen sure

At=NT=N/f=46 Xx10 % s
olur.

(e) Bir tam dénmede déteronun kazandigi kinetik enerji
AK = 2x 22 kel = 7,0 x107** ] olsun. Siklotrona girdikten sonra t kadarlik bir
zamanda, doteron t/T =tT kadar donmeyi tamamlamig olacaktir. Pargacik

siklotrondan c¢ikmadan o©nce bircok donme yapacagindan, parcacigin kinetik
enerjisini araliklar boyunca gecislere karsilik gelen ani adimlarla artan bir fonksiyon
olarak degil de, zamanin dizgun bir fonksiyonu olarak dusunebiliriz. Bdylece
déteronun hizini zamanin fonksiyonu olarak veren asagidaki kinetik enerji iliskisini
elde ederiz:

1 ———
Emv‘ = AKtf = v(t) =+ 2AMKt f/m

Siklotron gezisinin izledigi yol boyunca toplam “kapali alan miktar” ni (As diyelim)
bulmak igin, yoringe boyunca hizin zamana gore integralini aliriz:

ZAK

At At E
As = f v(t)dt = /20K f/m f 2 g; = 3 2AKT (atjafz ‘
0 0 m

Bu ifadede At ve f’yi yok ederek (ve K/AK = N oldugunu kabul ederek) harika bir
sonug elde ederiz.
4

As = —aNR =~ 950m.
3
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Problem 4.8
[—»
Bir halka lizerindeki kuvvet Bos=>® ® R @ E
(Giancoli 28-14.) Ejule”§e'de”® ® &  ® |
alay|
(Kolaylik saglamasi igin, bu r ! '
problemde  verilen fiziksel ® X % ®
nicelikleri temsil etmesi igin d
yukaridaki sekilde goOsterilen l
a,b,c ve | sembollerini alalim.) 4 ® X X

— o
= =

Telin akim tasiyan dikdortgensel ¢evrimi Uzerindeki kuvvet uzun, diz telin manyetik
alanindan kaynaklanir. Giancoli'nin 28-1 (s. 710) ve 28-4 (s. 712) kesimlerinden, bu
alanin

I
B = .F’t_l}
2ar

blyukligune sahip oldugunu biliyoruz. Burada r uzun telden olan dik uzakliktir. Sag

el kuralinin bir uygulamasi ( bakiniz Giancoli Sekli 27-9 (b), s. 689) bize sunu soyler;
yukaridaki sekilden de goruldugu gibi, dikdortgensel ¢evrimin bulundugu yerdeki bu
alan “sayfa dizlemine” dogru yonelmistir. Simdi, dikdortgen halka Gzerindeki kuvveti
hesaplayabiliriz

dF =1dl xB (Giancoli Es. (27-4), s. 691).

Halkanin Ust kiyisinin kiguk bir parcasi igin, I dlsag tarafa yonelir ve B sayfanin
icine, dolayisiyla dF, I diE buyukligune sahip olur, ve sag el kurali ile yukari dogru
yonelir ( bu yonelim uzun duz tele dogrudur.) B halkanin ust kiyisi boyunca p,!/2mc¢

sabit degerine sahip oldugu i¢in, o kiyidaki uzun tele dogru yonelen toplam kuvvet
basitce

_ Fufgb

2me

st uzun tele dog@ru

olur. Alt kenar boyunca, kiguk bir par¢a, (B hala sayfanin igine dogru olmak tzere)
sola yonelmis I di degerine sahip olur; dolayisiyla dF, I dl B buyukligune sahiptir ve
asagi dogru yonelir ( uzun telden disari dogru). B kenari boyunca her yerde p,!/2mc

degerine sahip olur, dolayisiyla bu kenarindaki uzun telden disari dogru yonelen
kuvvet
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_ polb
B 21ce

telden disari dogru

alt

olur.

Simdi sag ve sol kenarlari birlikte ele alalim. Ozellikle, uzun telden esit uzaklikli ve
esit uzunluklu biri sag kenarda digeri sol kenarda olmak Uzere iki ayri I d!dikkate
alalim. Akim dolaniminin etkisi ile sag kenardaki par¢ca asagl dogru yonelirken sol
kenardaki parca yukari vektor ydnelimine sahip olacaktir. ikisi de uzun telden ayni B-
alanina ( buyUklUik ve yon olarak) sahiptir. Dolayisiyla bu I dl ciftine etkiyen dFler esit
bayUkIUKIU ve zit yonlu olacaktir ve tel halka Uzerindeki net kuvvete hicbir katki
saglamayacaktir. Bundan dolayi kuvvetin sol kenar Uzerindeki integrasyonu (sola
dogru olan) sag kenar Uzerindeki kuvvet (saga dogru olan) tarafindan géturulecektir.

Halka Uzerindeki uzun tele dogru olan net kuvvet boylece

F=F_—F

g alt

_,uc,[:b[l 1)
- o2m \c a+c

_ (4m x1077)(2,5)%(0,1) ( 1 1 )
B 27 0,03 0,08

=26%X10°°N

olur.

Problem 4.9
Biot-Savart yasas! (Giancoli 28-30.)

Oncelikle, kavislerden biri (izerinde dl
uzunlugunun kuguk bir pargasini dikkate
alahm (yukaridaki sekle bakiniz). Bu
parca, Biot-Savart yasasina gore
(Giancoli esitligi (28-5), s. 719), C deki
alana su diferansiyel katkiyi verir:

Idlx v
dg = Kol

P

41 e
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Her iki yay igin, # goruldigu gibi pargcadan C noktasina olan yer degistirme vektora »
yoniinde ydnelmis olan bir birim vektordir. Igteki yay icin, = R,, ve Idl yay
boyunca sola dogru, #ye diktir. Bu yay boyunca parcalarin C noktasinda ki alana
katkisi,

_ ppldl

dB = .
4nEkj

sayfa diizleminden disam

olur. (Yon, vektorel carpim icin sag el kurali kullanilarak bulunmustur.) Bu 4B ifadesi
kavis boyunca kuguk bir parcanin acisal konumuna bagh degildir, dolayisiyla i¢
kavisin C ‘deki manyetik alana olan toplam katkisini elde etmek igin, sadece dlyi

integre edip toplam kavis uzunlugunu R, 8 olarak buluruz. Buradan (sayfa diginda),

16 . :
=t sayfa diizleminden disar:
4mhH,

ic
olur.

Dis kavis icin de ayni analizler yapilir; R, — R, ve [dl kavis boyunca simdi saga
dogru alan katkisinin yoninua ¢evirerek ydnelmiglerdir (sayfanin igcine dogru):
pol8

B, = “sayfa diizleminden igeri”
4mR, ’

Sonug olarak, diz kenarlarin biri boyunca herhangi bir kiiglik parcayi dikkate alin:
simdi I dl, kiglk par¢cadan C noktasina uzanan yerdegistirme vektorine paralel

olacaktir. Dolayisiyla I dl x # sifir olacak, ve bu diz kenarlardan C deki alana hig¢ bir
katki olmayacaktir.

C deki toplam manyetik alan dolayisiyla su ifadeyle verilecektir (1/R; = 1/R,
oldugunu akilda tutarak) (sayfa diginda)

_ _ bolf

(i _2 ) “sayfa diizleminden disar1”

4w \R, R,

SON
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