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VII.B Kanonik Formiilasyon

Bir onceki bolumde olusturulmus durumlar kullanarak, etkilesmeyen 6zdes
parcaciklar igin kanonik yodunluk matrisini hesaplayabiliriz. Koordinat gosteriminde

asagidaki formullu elde ederiz:

Yol Tw—ZZw n® (Y PR p((R) (PURY ) 5 (VIL11)

| PP o
burada p({k}) = exp [-B(EN_, 2 k2/2m)]/Zy dir. Z'{TQEZ ) toplami, herbir 6zdes
parcacik durumunun bir kez ve yalnizca bir kez ortaya ¢ikmasini saglayacak sekilde
sinirlandiriimistir. Bozonik ve fermiyonik altuzaylarin her ikisinde de {n;} doluluk
sayllarl kumesi, 6zgun olarak bir durumu tanimlar. Yine de, (bozonlar igin) ortaya

¢ikan fazladan sayma garpani N!/([I;n;!) ile bolersek, bu sinirlandirmayi denklem

(VI1.11)’den kaldirabiliriz,

!
Hf.’l.—;T
2 =2 N
tkr o {k}

(Fermiyonlar igin (—1)” faktorleri, her hangi n; degerinin birden fazla oldugu

durumlardan gelen katkilari yok ettigi dikkate alinmalidir.) Bu nedenle,

| . HE “‘E! 1
-1 ) = ' '
{z"Hp{ 7)) % N!' N!Igng!

(VIL.12)
P P /

Z ?J'Z?? exp (—,ZJ’

pp “N

N n2k2 L
>3 “) ("} P{E}Y) (P{EY{T}).

Buyuk hacim limitinde {E} uzerinden toplamlar, integrallerle degistirilebilir, ve dalga

fonksiyonlarinin dizlem dalga gdsterimini kullanarak asagidaki sonucu elde ederiz,

: 7 AL Bh2E2
@} p{7}) = % N ”P?,?Pf [n rd ﬂl‘—a exp {—'jﬁ }ﬂ\
SEN I 7N (N2 1‘;_1; J ::11 (2m)3 \ 2m )
N - B - L (VIL.13)
{L‘KD {f? > ac1lkpa  To — kpro - T a)} }
X VN '

Belirli bir k-vektoriine odaklanarak tisteki toplami dizenleyebiliriz.

B =Pa ve a =P7'p iken X, f (Pa)g(a) = X f (B)g(P~*B) oldudu icin, agagidaki

esitligi elde ederiz,
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{ }| H } ! Z L ﬁ dgf‘:a _iEa'(fP—la—f! 1 )—ﬁﬁgkg/@m
) ) = 5 e n'r — %, =1 2
f (N1)2 P I 11 @r)3
(VIL.14)

Koseli parantez igindeki gaussiyen integralleri suna esittir:

1 Vs — 2
)\3 CXp \) (’Ip log — & P,_la) .
Denklem (VII.14)'te p = P~1a dlizenlemesi sunu verir:

™

) N
e 1 l : S
{z'Heol{7}) = Zn BN (NT)2 > 0" exp [2 > ( ps) ] - (VIL15)

P,pP’ p=1

Son olarak, (3p =N!i uyguladiktan sonra) asagidaki formlli elde etmek igin,

Q = P~1P'i tespit ederiz, ve nf =P~ ve n? = nP'”P = nP'nP sonuglarini kullaniriz:

N
(o 0 1 ™ L2 I
{&"Hpl{a}) = Zn NN E 1% exp A2 Z (5 —Zg8)" | - (VIL16)
) e

N
tw(p) =1, — ] [ ##a (alal{z}) = 1.

soyle elde edilir

N
7 = on f H“’3 “osp {,{Lz(fsfm)z]. (VIL1T)

Kuantum Uulesim fonksiyonu bu nedenle N! sayida olasi permutasyonlarinin
Uzerinden bir toplami igerir. Zy = (V/A3)N/N ! klasik sonucu, pargacik degdisiminin
olmadigini gosteren Q = 1'e karsilik gelen terimden elde edilir. N!'e bolinme,
sonunda, 6zdes parcgaciklarin faz uzayini ele alirken klasik istatistiksel mekanikte (bir
sekilde yapay olarak) sunulan faktéri dogrular. Ancak, bu klasik sonu¢ sadece ¢ok
yuksek sicaklikta gegerlidir ve kalan permutasyonlardan gelen kuantum
diizeltmeleriyle degisir. Herhangi bir permitasyon, exp [—m (¥, — ¥,)?/A?] faktorlerinin
carpimini igerdigi i¢in, T — oo igin katkisi 4 — 0 olarak yok olur.

En dusuk mertebe duzeltme, iki parcacigin degistiriimesinden ibaret olan en

basit permitasyondan gelir. Pargaciklar 1 ve 2’'nin degistiriimesine n exp [-2m(X; —
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%,)?/A\?] faktori eslik eder. Herbir olasi N(N —1)/2 ikili degistirmeler Zy’e ayni

katkiy verdigi i¢in, sunu elde ederiz:

N(N -1 2.2 S e
ZN = N '/\3\ / H 3z { (Ejnc‘xp {)\2(1’.1 - lfQ)zJ + - } : (VIL18)

Herhangi a > 2 igin, [ d3%, = V; geri kalan iki integralde bagil 7, = ¥, — ¥; ve kitle

merkezi koordinatlarini, asagidaki esitligi elde etmek igin kullanabiliriz,

. l N \(\ l) PN

IR AAS LN - 2mA%\ " (VIL19)
BACE 2V ar )
ilgili serbest enerjiden,
_ Vv kgTN?2 A3 _—
F=—-kpT'InZy = —NkgTln [F : T} T W?] N (VIL.20)

gaz basinci asagida gosterildigi gibi hesaplanir

oF NkgT N2%pgT )3
£ = W T o |4 o 1,-"2 ' 25/2 n St = N-!T\-BT

nA3

L 25/2

n+ - } . (VIL21)

ilk kuantum dizeltmesinin, asagidaki gibi bir ikinci virial katsayisina esit

oldugu dikkate alinmalidir

A2
By = i

2= —5573" (VIL22)

Ortaya ¢ikan basing duzeltmesi, bozonlar igin negatif, fermiyonlar igin pozitiftir. Klasik
formullasyonda, bir ikinci virial katsayisi, iki pargacik etkilesmesinden elde edilir.
(VI11.22) denkleminde ikinci virial katsayisini doguran V(7) klasik potansiyeli agagidaki
esitlikten elde edilir,
f(r)y= ef‘BV('F) — 1= 3;672“?2/)‘2. —
2,2 =2 /2 (VIL23)
V(7)) = —kpTln |1 + e 2 /| = —kpgTye 2™ /2
(Son yaklastirma, sadece birinci duzeltmenin 6nemli oldugu yuksek sicakliklara
karsilik gelir.) Bu nedenle ylksek sicakliklarda kuantum istatistiginin etkileri, yaklagik

olarak parcaciklar arasinda bir etkilesme olusturmaya denktir. Etkilesme, bozonlar
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icin c¢ekici, fermiyonlar igin iticidir ve termal dalga uzunlugu A mertebesindeki

mesafelerde isler.

VII.C Buyuk Kanonik Formtulasyon

(VI1.17) denklemindeki tum toplamlari gergeklestirerek Ulesim fonksiyonunu
hesaplamak zorlu bir igtir. Buna alternatif olarak, enerji tabanindaki Z,'yi asagidaki

sekilde hesaplayabiliriz,
) ! N / [ -‘
Zn =tr (0_-*'3H) = Z exp l—ﬂz E(EQ)] = Z exp [—,.'iZS(E)JI(E)J . (VIL24)
(Ko} a=l {ng} k

izin verilen k veya {n;} degerlerindeki simetri kisittamalarina bagli olarak bu

toplamlarin gergeklestiriimesi hala ¢ok kolay degildir: {n;} doluluk sayilari, bozonlar
icin Z% ng = N ve n;; = 0,1,2, ... ile sinirhyken, fermiyonlar igin n; = 0 veya 1'dir. Her

zamanki gibi, birinci kisit, bayuk tlesim fonksiyonuna bakarak kaldirilabilir,

(T, 1) Z BN Zoxp l?z ]

N=0 {ng}
_ZH(‘xp[ U. — ) :].

Artik pargacik simetrisinin empoze ettigi doluluk sayilari kisittamasina tabi olan her

(VIL.25)

bir k igin {nz;} Gzerinden toplamlar bagimsiz olarak gergeklestirilebilir.
e fermiyonlarigin, n; = 0 veya 1'dir ve,
o =] [1 +exp (Bp — ;-:35:{%))} . (VIL.26)

—

k
e Bozonlarigin n; = 0,1,2,..., ve geometrik dizilerin toplami asagidaki sonucu verir,
_ L ooq-1
o, =T [1 —exp (Bu — ,-:jé:(z;))} ‘ (VIL27)
E
Her iki durum igin sonuglar, fermiyonlar i¢cin n = —1; bozonlar i¢in n = +1 olmak

Uzere es zamanli olarak asagidaki sekilde gosterilebilir,

InQ, = -y Zln [1 —nexp (B — BE (f))} (VIL.28)
E
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BlyUk kanonik formulasyonda, farkli tek pargcacik durumlari su birlesik olasilikla

bagimsiz bicimde iggal edilir,
Py ({n(f)}) = (i Hoxp {—5’(&[_’} —,L!)?I'E} ) (VIL.29)

S(E) enerjili bir durumunun ortalama doluluk sayisi asagidaki esitlikle verilir,

. 91n Q i
gy =& 1 (VIL.30)
D(BE(k))  z—tefh) —y

burada, z = exp (fu). Bunun sonrasinda, pargacik sayisi ve i¢sel enerjinin ortalama

degerleri su sekildedir,

= = n
k k
“{r) . (VIL.31)
. \ o (R
E,= E(k)(ng)y E 1R ;
E E

VII.D Bagil Olmayan Gaz

Kuantum pargaciklari daha ileri dlizeyde bir s spini ile karakterize edilir.

Manyetik alan olmadiginda, farkli spin durumlari ayni enerjiye sahiptir ve bir spin

yozlasma faktérl, g = 2s +1, (VIL.28)-(VII.31) denklemlerini garpar. Ozellikle, (g
boyutlu, gdreceli olmayan bir gaz igin, (£(k) = h%k?/2m, ve Xz -V [ d3k/(2m)%), bu

denklemler sunlara indirgenir,

( InQ, d3k _ Bh2 k2
3P, = - (- ;.?gfw In [1 — 1)z exp (—' oy )J ;
_N, ] 4>k 1
Ny =—5— — (] — N -
Ty g (2m)3 L exp (Jrjgifg) — (VIL32)
B, f AT O 1
=y T g (2m)3 2m z—lexp (JP;&) B }F.

\

Bu denklemleri sadelestirmek igin, degiskenleri x = ph%k?/(2m) olarak degistiririz ve

bdylece,

sz.m kpT e orl/2 12 . o — xl/2

—1/2 17
7 ) ! N

(VI1.32) denklemlerinde yerine koymak su sonucu verir,
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, g A2 [ 20 (- Cx
8P, =—n=—= 5.2 /\—3 doz'/?1n (1 — nze™™)
dx a® . .
)\ N = / T2 ., (integration by parts)
l et —
_ (VIL33)
_ qg 2 X dr ot
TN T g -3'71‘51 -
. g 2 * dra’/?
_‘:'j’?n :—3 — T1x
A2 TSy zlet—n

Bu durumda, iki fonksiyon kiimesini soyle tanimlariz,

1 X dp ™l
"(z)= VIIL.34
fm(2) (m—1)! ./o “ler _ gy ( )

Tamsay! olmayan argumanlar igin, m! = I'(m + 1) fonksiyonu, fooodxxme"‘ integrali
ile tanimlanir. Bu tanimdan 6zellikle, ¢ikan sonug, (1/2)! =+/n/2, ve (3/2)! =
(3/2)\/rr /2 degerleridir. Simdi (VI1.33) denklemleri agagidaki basit sekli alir,

i ; -~
.-"jp?} \3 0/2( )
g = /i_gfg/g(;), (VIL.35)
3
S = SP??

Bu sonuglar, ideal kuantum gazlarinin termodinamigini z’nin fonksiyonu olarak

tanimlar. B,(n,,T) durum denklemini bulmak igin, z'yi yogunluk cinsinden ¢ézmemiz

gerekir. Bu, f,!(z) fonksiyonlarinin davranigina iliskin bilgi sahibi olmay1 gerektirir.
Ik olarak yiiksek sicaklik digiik yogunluk (yoz olmayan) limiti incelenecektir.

Bu limitte z kaguktur ve,

1 * dr ™! 1 > 1
T(z) = = - \ drx™ 1 (ze7*) (1 — e
m(?) (m—1)! ‘/o ez —yp (m—1)! ,/O i (¢ ) ( =€ )

1 >~ m—1 . —zy &
= m drr Z (P )
=1

0
. | -
_ at+l_o L.om—1_—azx
= Z Ntz 7(.”? — ) /{; dr a ¢
3 2% L2 -,3 -,4
— a4+
Z” _'+??ﬁ+3m+n4m

(VIL36)
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Béylece, f,(z) ve dolayisiyla n,(z) ve B,(z) degerlerinin, gergcekten de z —» 0 iken,
kiguk oldugunu buluruz (6z tutarli olarak). Bu limitte denklem (VII.35) asagidaki

esitlikleri verir,

n )\3 .2 3 A
T? —
3/2( )—«—l-r?(zj/z 35/24_’745@4"" -
g 7 ‘ i
3P, \3 52 .3 A (VIL.37)
L M N =
T—fa/gﬁf«)— ,+I?25/2 3572 +r;45f2

Yukaridaki denklemlerin ilki, ¢6zUmU daha dusuk bir mertebede yerine koyarak

gerceklesen tekrarlamali bir yontemle pertlrbatif olarak ¢ézulebilir,

”'?3’\3 22 23

Ty TmE T REE T

c c 2
B Ny A3 n ny A3\ " T G
= ( p ) - 533 ( p - (VIL38)

() (B L () (Y
9 ) \4

)\ a9 )

33/2

“32

Bu ¢6zUmun ikincide yerine konulmasi su esitligi verir,

_:'_?Pn)\g B n.?])\g 0 n..,,)\g 2 n 1 B 1 n..??)\g ’
g \ g 2312\ ¢ 4 33/2 g
N n n.n/\S 2 1 rzn)\g ? n 1 n.n/\S ? "
25/2\ g S\ ¢ 3/2\ g

Boylece kuantum gazinin basinci virial agihmindan elde edilebilir,

; 2
_ iy A? N 1 . 2 T L
25/2 g 8 35/2 g

ikinci virial katsayisi B, = —nA3/(25/2g), g = 1 igin kanonik toplulukta hesaplanmig

(VIL.39)

Py =nykpT |1

olan (VII.22) denklemi ile uyum igindedir. Dogal (boyutsuz) acilim parametresi,
"n7‘3/g seklindedir ve nn)\?’Zg oldugunda, yani kuantum yozlagma limitinde,
kuantum mekaniksel etkiler onemli hale gelir. Bu dusuk sicaklik ve yuksek yogunlukta
yozlagsma limitinde fermi ve bose gazlarinin davranislari farkhdir, ve bu iki durum

gelecek kisimlarda ayri ayri tartigilacaktir.
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