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VII. ideal Kuantum Gazlari

VII.LA Ozdes parcaciklarin Hilbert Uzayi

IV. boélimde 0Ozdes parcacikli gazlarin karisma entropisi i¢in Gibbs
paradoksunu tartismistik. Bu zorlugun Ustesinden, faz uzayinin, N tane 0zdes
parcacigin permutasyon sayisi olan N'e bolunmesi gerektigini dogru kabul ederek
gelinmisti. Klasik hareket denklemleri, parcaciklari kesin ayrik olarak aldigi igin bu
cok tatmin edici bir gozum degildir. Bunun aksine kuantum mekaniginde parcaciklarin
Ozdegslikleri Hilbert uzayinda izin verilen durumlar duzeyinde ortaya c¢ikmaktadir.
Ornegin, ¥, ve X, konumlarinda iki 6zdes parcacik bulma olasiigi |W (X, %;)|?
seklindedir. 1. ve 2. pargacigin birbirleriyle yer degistiriimeleri ayni konfigurasyonlari
verecegi igin |W (X, %,)|? = |¥Y(X,, %,)|? esitligini almaliyiz. Tek degerli bir fonksiyon

icin bu durum iki olasilik dogurur;
W(1,2)) = +[¥(2,1), veya [(1,2)) = —[(2,1)) . (VIL1)

Bu nedenle 6zdes pargaciklari tanimlamada kullanilan Hilbert uzay belirli simetrilere
uymak zorundadir.

N tane 6zdes parcacigin olusturdugu bir sistem icin N! sayida P permutasyonu
bulunur ve bunlar Sy grubunu olusturur. Bir permitasyonu temsil etmenin bir takim
yollari vardir; ornegin, N = 4 iken P(1234) = (324 1) permutasyonu su sekilde de

gOsterilebilir,

/1 2 3 4\

P— _ (VIL.2)
32 4 1

Herhangi bir permuitasyon, bir dizi iki pargacik yer degistirme islemleri sonucunda
elde edilebilir. Ornegin yukaridaki permitasyon, sirasiyla (1,3) ve (1,4) yer
degistiriimeleri ile elde edilmistir. Bir permutasyonun paritesi su sekilde tanimlanir:

1) = {+1 eger P ¢ift sayida yer degistirme gerektiriyorsa, 6rn. (12 3)—(23 1)
=" = —1 eger P tek sayida yer degistirme gerektiriyorsa, 6rn. (12 3)—(21 3)

(Eger (VII.2) denklemindeki her bir tamsayinin baglangi¢ ile son konumlarini
birlestirecek gizgiler cgizilirse, parite (—1) Uzeri bu gizgilerin kesisme sayisi olur.)
Bir N-parcacikli kuantum durumuna permutasyonlarin etkimesi, Hilbert

uzayinda permutasyon grubunun bir gosterimini olusturur. Dalga fonksiyonunun tek
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degerli olmasi ve parcacik degisimi altinda esit olasiliklarin verilmesi gereklilikleri,
gOsterimi tam olarak ya simetrik ya da antisimetrik olmasi igin kisitlar. Bu, dogada iki
tip 6zdes parcacik olmasini saglar:

(1) Bozonlar tam simetrik gosterimle uyumludurlar

(2) Fermiyonlar tam anti-simetrik gosterimle uyumludurlar,

Py, -, N)) = (=D, -, N)).

Tabi ki 0Ozdes pargaciklar icin Hamiltonyenin kendisi simetrik olmak
durumundadir, PH = H. Ancak, belli bir # icin permutasyonlar altinda farkl
simetrilere sahip birgok 6zdurum bulunur. Dogru 6zdurum kumesini se¢gmek igin
kuantum mekaniginde pargacik istatistigi (bozon veya fermiyon) birbirinden bagimsiz
olarak belirlenir. Ornegin, V hacimli bir kutuda N sayida etkilesimsiz pargacigi

asagidaki Hamiltonyen ile ele alalim

N Nosopz N
H=> Ha=) k—mvz) : (VIL3)
0‘:1 Q‘:l

{]k)} diizlemsel dalga durumlari ve £(k) = h2k2/2m ilgili enerjilerle her bir 3£, ayri

ayri kosegenlestirilebilir. Bu bir pargacik durumlarinin toplamlarini ve ¢arpimlarini

kullanarak asagidaki N-pargacik durumlarini olusturabiliriz:

(1) Carpim Hilbert uzayi tek-parcacik durumlarinin basitge ¢arpimindan elde edilir,
|.1::1. Ceey Z\r‘;x = |E1\; B |;_1‘\'rf (\TH—l)

Koordinat gosteriminde,

N
[ — — T T \ 1 - T — T
(T1, -+, ZN|k1, - kN)g = N2 exp (-z Z ko - 1@) ] (VIL5)
ve

N

- . R L\ - ~ ]
Hikr, - kn)e = (Z 5 ﬁ‘i) RNy (VIL6)

a=1

Fakat carpim durumlari 6zdes parcaciklar icin gereksinimleri karsilamakta yeterli

degildir ve dogru simetriye sahip alt uzaylarini bulmamiz gerekir.
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(2) Fermiyonik alt uzay su sekilde olusturulur

M’l.---.f\‘l\r}_ = Z(_l)PP
P

ki, kN) e, (VILT)

burada toplam, tum N! permutasyonlarin Uzerindendir. Agikgca goruluyor ki, herhangi
bir tek-parcgacik belirteci k yukaridaki listede birden fazla gorunurse sonug sifirdir ve
anti-simetrik durum yoktur. Anti-simetriklestirme ancak Ea’nm tum N degerleri farkli
oldugunda gergeklesir. Bu durumda, yukaridaki toplamda N! sayida terim bulunur ve

normallestirmenin saglanmasi igin N_ = N! olmasi gerekir. Ornegin, iki parcacikh anti

simetrik durum

}L’l N !I\‘Q :.:’ -
V2

(

S o ko, k1))
|;\‘1.A‘g}_ = L

(Aksi belirtiimedikge, |E1,...,EN), garpim durumunu gosterir)

(38) Benzer sekilde bozonik alt uzay da sdyle olusturulur,

> Plhy knye. (VILS)
P

—

|!r.‘1. e E_,r\.':k_;_ =

1
/N
VoY

Bu durumda, izin verilen k degerlerinde higbir kisitlama yoktur. Belirli bir tek pargacik
durumu, X nz =N olmak kosuluyla, listede n; kez tekrar edilebilir. Kisaca
ispatlayacagimiz gibi, uygun normallestirme N, = N![[; nE! esitligini gerektirir.
Ornegin, dogru sekilde normallestirilmis 3 parcacikli bozonik durum iki tane tek-
parcacikli |a) durumundan ve bir tek-pargacikli |8) durumundan (n, = 2, ng =1, ve

N, = 31211l = 12) soyle olusturulur.
1
V1

(1o lah 13y + [av)]
N A Iy Ll |

3”(1\' T 7]
'f"l r’l_'—l’:

[ A R e T A DR S = O
[SFALETAIE Y [ SA(E SRS ul V¥

a3y =
o) 4

3

§

= 75 ()1)13) + 1 3)]a) + |8)la)le).

e Asagidaki tanimlamayi yaparak bozon ve fermiyonlardan es zamanl olarak

bahsetmek elveriglidir,

-1 P o [ +1  bosonlar igin —
H{hktn = m ; n” Pk}, = { —1  fermiyonlar igin (VIL9)

Her bir durum, Y. nz = N olmak kosuluyla, doluluk sayilari kimesi {n;} ile 6zgin

olarak belirlenmigtir, ve

(1) Fermiyonlar igin n; = 0 veya 1 degilse |{E})_ =0,ve N_=N![[xnz!=N1
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(2) Bozonlar icin her bir ﬁ, ny kez tekrar edilebilir ve normalizasyon soyle hesaplanir,

1 N

SHFHED: = 5= 3 (PENPARY = 5= S URHPLRY
VI, g ’ (VILI0)
= - \i =1, = Ne=N]ng!

k

(Permute edilen K'lar, orijinal kimeye 0zdes degilse ({I?}|P{l?}) terimi sifir olur, ki bu

durum [[; n;;! kez gergeklesir.)
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