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VI.D Kuantum mikrodurumlari

Onceki bélimlerde, klasik istatistiksel mekanigin birgok basarisizligina dikkat
cektik, ki bu basarisizliklar, Z =3, exp (—BE,) biciminde bir dlesim toplami
kullanilarak termodinamik nicelikler hesaplanirken kuantumlanmig enerji seviyeleri
varsayilarak bulgusal olarak ortadan kaldiriimigtir. Bu, Ustl kapali olarak, bir kuantum
sistemin durumlarinin ayriklastiriimis enerji dizeyleri ile belirlendigini, ve Boltzmann
agirhigina benzer bir olasilik dagihmi tarafindan kontrol edilmekte oldugunu varsayar.
Klasik istatistiksel mekanige yapilan bu benzetmenin dogrulanmasi gerekir. Dahasi,
kuantum mekanigin kendisi, dogasi geregi olasiliksaldir ve iginde, istatistiksel
mekanikteki olasiliklara yol acanlarla iligkisi olmayan belirsizlikler barindirir. Burada,
klasik formulasyona ulasilirken kullanilan adimlari yakindan takip ederek istatistiksel
mekanigin kuantum formulasyonunu kurmaya calisacagiz.

Klasik bir parcaciklar sisteminin mikro-durumlari, koordinatlar ve eslenik

momentumlar kUmesi {p; ¢;} ile, yani, 6N-boyutlu faz uzayinda bir noktayla
tanimlanir. Kuantum mekaniginde {gG;} ve {p;} bagimsiz gézlemlenebilirler degildir.
Bunun yerine:
* Bir kuantum sisteminin (mikro) durumu tamamen, sonsuz boyutlu bir Hilbert uzayina
ait olan bir birim vektér |W) tarafindan belirlenir. |¥) vektoru, uygun bir birimdik baz
vektorleri kimesi |n) dogrultusundaki, karmasik sayilar olan, bilesenleri (n|¥)
cinsinden yazilabilir. Dirac tarafindan olusturulmus kullanigh gésterimde bu ayristirma
su sekilde yazilir:

T) = "(n|D)

n

n). (VL.62)

En bilinen baz |{g;}) koordinatlarina ait olandir ve ({g;}|¥) = ¥(q;,..., 4n), dalga-
fonksiyonudur. Normallestirme kosulu soyledir:

(U[W) = "(¥[n) (n|¥) =1, burada (¥[n) = (n|¥)" (VL63)

mn

Ornegin koordinat bazinda, su gereklidir:

— 1 IATT 240
— 1. |V LuUa)

» Klasik olarak, cesitli gdzlemlenebilirler, faz uzayda tanimlanmis fonksiyonlardir
O0{p:, 4;}). Kuantum mekaniginde bu fonksiyonlarin yerine, klasik ifadelerde {g;}

ve {p;} icin operatdrler atanarak (garpimlarin uygun sekilde simetriklestiriimesinden
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sonra, orn. pq — (pq + qp)/2)) elde edilen, Hilbert uzayda Hermitian matrisleri
(operatorleri) kullanilir. Bu temel operatorler, komditasyon bagintilarini saglar:

r - h . .
LPj, 9k | = Pjdx — qkPj = Tojek . (V

-
i
(o]
ot

—

Ornegin, |{G;}) koordinat bazinda momentum operatérleri sdyledir:

h 0O
== VI.66)

(Klasik Poisson parantezi {p;, qi} = —&;, bigiminde tanimhdir. Cogunlukla, kuantum
komutasyon bagintilari, ilgili klasik Poisson parantezinin ik ile ¢arpilmasi ile elde
edilir.)

e Klasik mekanikten farkh olarak, bir O operatérinin degeri, belli bir mikro-
durumda kesin belirlenmez. Bunun yerine operatorun degeri rassal bir degiskendir ve

bir |[¥) durumundaki ortalamasi sOyle verilir:

) = (V|O|¥) = Z Ul (m|On)(n|¥). (VL6T)

m,n

Ornegin,

N
({U{q}) = /Hd?’(fi‘ll*lf({(]})‘ll. ve,

) . h d
(K({p})) = /Hd GUK ({ ? dq}) v,

Beklenen deder (O)'nun gercel olmasini temin etmek igin, O operatorleri Hermitian

olmalidir, yani sunu saglamaldir:

Oo'=0, ve (m|OT|n) = (n|O|m)*. (VI.6R)

O{p;, q;}) klasik operatériinde, p ve ¢ yerine uygun matrisleri koyarken, yukaridaki
Hermitsel durumu saglamak igin c¢gesitli carpimlarin  uygun bir gsekilde
simetriklestiriimesi gereklidir.

Mikro-durumlarin zamanda evrimi H ({p;, ¢;}) Hamiltonyeni tarfindan belirlenir.
Klasik bir mikrodurum Hamilton hareket denklemlerine gére evrimlesirken, kuantum

mekaniginde durum vektort zaman icerisinde asagidaki bicimde degisir:

7 |
-ih%thl'{t)) = H|T(L)). (VL69)
[
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Elverigli bir baz, H matrisini kogegenlestiren bazdir. Enerji 6z-durumlari, £, nin 0z-
enerjileri temsil ettigi, H|n) = €,|n) denklemini saglar. Denklem (VI. 69)'da |¥(t)) =
Yn{n|¥(t))|n) yerine koyuldugunda ve (m|n)=4,,, dikbirlik kosulundan

yararlaniimasi asagidaki sonucu verir:

7 ‘ : ERt Y 1 i
f-ﬁéainlﬁfm; =E,(n|P(1)), = (n|¥(t)) =exp (— ’}“ ) (n|®(0)). (VLT0)
( 1

iki farkli zamandaki kuantum durumlari, bir zamanda evrilme operatérii kullanilarak

asagidaki sekilde iligkilendirilebilir:
W(t)) =Ul(t, to)|V(to)) (VL.71)

ki bu da U(t,, ty) = 1 sinir kosulu ile ihd U(t, ty) = HU(t,t,) ifadesini saglar. Eger H,

t’den bagimsiz ise, bu denklemleri ¢ozerek agsagidakini elde edebiliriz
U(t,to) = exp {—;'H(f - fo)} - (V1.72)
1

VI.E Kuantum makrodurumlari

Sistemin makro-durumlari, yalnizca birka¢ tane termodinamik fonksiyona baglidir.
Belli bir makro duruma karsilik gelen p, mikro-durumlari ile, buyuk bir V' sayisinda
topluluk olusturabiliriz. Farkli mikro-durumlar, p, olasiliklari ile ortaya ¢ikar. (Ornegin,
baska bir bilgi olmadigdi durumlarda, p, = 1/N'.) Artik mikrodurum ile ilgili kesin
bilgimizin olmadigi zamanlarda, bunun bir karigik durum oldugu sdylenir.

Klasik olarak, topluluk ortalamalar asagidaki sekilde hesaplanir:

O({pidi})e = ZPaU fra(t fHa’ pid> GO ({pi, @i}) p ({Pis i} 1) (VL73)
burada
p ({7, Gi} ZPQH (G — Gi(t)a) 0% (Fi — Pi(t)a) . (VL.74)
« =1
topluluk yogunlugudur.

Benzer bir sekilde, karigik bir kuantum durumu, {p,} olasiliklari olan bir dizi
olasi durum {|yY,)}Ydan elde edilir. Denklem (VI. 67) deki kuantum mekaniksel

beklenen degerin topluluk ortalamasi da su sekilde verilir:
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’O‘ _Z;)Q\‘I’Q|O|'Ifaf = Z Pa(Va|m)(n|¥y)(m|O|n)

e, T, T

. (VI.75)
= Z(n.\phn}{m|(’,)|n.; = tr(pQ),
burada, bir {|n)} bazini kullandik ve yogunluk matrisini tanimladik
(nlp(t)|m) = Z-pa{n\1]2’0(1‘);‘;{‘1"a(f_)\n'z;‘:. (VL.76)

o

Klasik olarak, olasilik (yogunlugu) p(t), faz uzayinda tanimlanan bir fonksiyondur.
Faz uzayindaki tum operatoérler gibi kuantum mekaniginde bunun yerine bir matris

kullanilir. Baz tercihinden bagimsiz olarak, yogunluk matrisi agagidaki gibidir:
p(t) = Z PalWalt)) (Wa(t)]. (VL77)

Aclkga gorilduga gibi, yalnizca ve yalnizca p? = p dogru oldugu durumlarda p, bir
saf duruma tekabul eder.

Yogunluk matrisi, asagidaki 6zellikleri saglar:
(i) Normallestirme: Her bir |¥,,) bire normallestirildigi igin,

(1) =tr(p) =Y (nlpln) =  pal(n|Ta)|? Z;,Q = 1. (VL.78)

T (e8¢

(i) Hermitlik: Yogdunluk matrisi Hermitseldir, yani, pt = p ¢linki
(m|p'|n) = (n|plm)* = Zpa\f‘lfa|m}{-n|‘l’a} = (n|p|m), (VL79)
(83

bu da denklem (VI. 76)'daki ortalamalarin gergel sayilar oldugunu dogrular.
(i) Pozitiflik: Her bir |®) igin,

(@p]®) =D pa(®[Wa) (Wa|®) =D pa (D[ T4)[* > 0. (VL80)
-

Dolayisiyla p pozitif tanimhidir ve bu, tim 6zdegerlerinin pozitif olmasini gerektirir.
e Liouville teoremi, klasik yogunlugun zamanda evrimini su sekilde yonetir:

dp  dp

o= o ~ Hopp =0 (VI81)

Kuantum yogunluk matrisinin evrimini incelemenin en elverisli yolu enerji 6zdurumlari

bazinda incelemektir, ki denklem (VI. 70)’e gore:
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9 lpOlm) = ih 3 pulnla () (W (0)m)
=3 pal(En = Em) (0| W) (Tq|m)] (V182)
_ (nl(Hp - pH)|m).
Elde edilen sonug tensor niteligindedir ve dolayisiyla baz seciminden bagimsizdir:
-z‘h.__ﬁ,_} = [H, pl. (VL.83)
ot
Denge, zamandan bagimsiz ortalamalar gerektirir ve dp/dt = 0 olmasini akla
getirir. Bu kosul denklem (V1.81) ve (VI. 83)'te p = p(#) segilerek saglanir. (Ugiinci
boélimde tartisiimis oldugu gibi, [#£, L] = 0 olacak sekilde, p korunumlu niceliklere de
bagli olabilir) Artik, klasik istatistiksel mekanige benzer sekilde gesitli denge kuantum
yogunluk matrisleri olugturulabilir.

e Mikrokanonik topluluk: igsel eneriji sabit bir E degerine sahip oldugu icin, bu kisiti

iceren bir yogunluk matrisi su sekildedir:
_dH-FE)

o(F) = — VI.84
pLE) OE) ( )
Ozel olarak, enerji 6zdurumlari bazinda,
_ . | %egeré‘n:E. ve |1 =1, 7
(nlp|lm) = Zpa{\-nbl’a}(@ahn.} = (VL.85)
o 0 eger&, # E.veya m # n.

Ik kosul, kuantum dalga—fonksiyonunda yalnizca dogru enerjili dzdurumlarinin
gOrunebilecegini ve (p, = 1/ igin) bu tarz durumlarin ortalama olarak ayni genlige,
[(n|®)]? = 1/9, sahip oldugunu ifade eder. Bu, “esit 6nsel denge olasiliklar” klasik
postiilatina esdegerdir. ikinci (ek) kosul, tipik bir mikro—durumda, E enerjisinin  tane
O0zdurumlarinin bagimsiz rastgele fazlar icerecek sekilde biraraya geldigini ifade eder.
(Dikkat ediniz ki, tr p = 1 normallestirme kosulu, Q(E) =Y., 6 (E — E,)’nin, H'nin E
enerjili 6z-durumlarinin sayisi olduguna isaret eder).

e Kanonik topluluk: T = 1/kgf de@erindeki bir sabit sicaklik, sistemin bir rezervuar
ile temasa gegciriimesi ile elde edilebilir. Birlesik sistem gbz 6nune alinarak, kanonik

yogunluk matrisi su sekilde elde edilir:
exp(—FH)

(VL.86)

tr (p) = 1 normallestirme kosulu, asagidaki kuantum Ulesim fonksiyonuna yol agar:
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7 =tr (f.'-_-BH) = Z e=BEn (VL.87)

mn

Sonugta elde edilen toplam, H’nin (ayrik) enerji duzeyleri Uzerindendir ve onceki
bolumlerde yapilmig olan hesaplamalari dogrular.

e Biylik kanonik topluluk: Pargacik sayisi N artik sabit degildir. Belirsiz pargacik
sayisina sahip kuantum mikro—durumlari, Fock uzayi icerisinde yer alir. Yogunluk
matrisi asagidaki sekildedir:

.:_,BIH-O-;J" uN - PR > T
‘ burada Q([3,p) = tr ((_7.3}-[{3;1,&-) = Z PPN Zn(B). (VL8S)
N=0

p(B,p) = 5

Ornek: V hacimli bir kutu iginde olan bir kuantum kanonik toplulugundaki tek

bir parcacik dusunun.

72 1>
Hi=-—— =——-V? (koordinat bazinda) (V1.89)
Zm Zm

Hamiltonyeninin }[1|I_c)) = S(l_c))|E)’dan elde edilen enerji 6z—durumlari su sekildedir:

ik -F 2,9
g h ;\‘_
: ve E(F) =

[ =T
! SO
\‘l- ‘f\ /] —

(VI.90)

V 2m

L boyutundaki bir kutuda periyodik sinir kosullari ile, k igin izin verilen degerler
(£, £y, £;)'nin tamsayilar olmasi kosuluyla, (27/L)(f,,?,,f;)'dir. Bu tek—pargacikli
Hilbert uzayindaki belli bir vektér, bu (sonsuz sayidaki) baz durumlarinin her biri
dogrultusundaki bilesenleri ile belirlenir. Dolayisiyla, kuantum mikro-durumlar uzayi,
buna esdeger 6 boyutlu klasik faz uzayindan ¢ok daha buyuktur. L — oo igin Ulegim
fonksiyonu olan

Bh2 2 [ PR AR k2
A =trlp) = ZCXP (_ 2m ) =V ./ (27)3 P (_ 2m )

—

3
Vv 2remkgT v
- (27?)3 7?2 - A3

A = h/V2mmkT ile klasik sonugla ortisir (d3pd3q/h3 ifadesinin, faz uzayinin dogru
boyutsuz 6lgumu olarak kullaniimasini dogrular). Bir koordinat gosteriminde yogunluk

(VL.O1)

matrisinin 6geleri soyledir:
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Kosegen Ogeler, (X|p|X) = 1/V, basitce iX’te bir parcacik bulma olasiliklaridir.
Kbsegen disi 6gelerin herhangi bir klasik karsiligi yoktur. Bu ogeler, parcacigi,
bliyUklugl termal dalgaboyu A = h/,/2mmkgT olan bir dalga-paketi olarak gérmenin
uygun olacagini akla getirir. T — oo limitinde, A sifira gider ve klasik analiz gegerlidir.
T - 0 ise, A wraksar ve A kutunun boyutu ile karsilagtirilabilir duruma geldiginde
kuantum mekaniksel etkiler gecerli hale gelir.

Alternatif olarak, denklem (VI. 92)yi, denklem (VI. 86)'nin asagidaki sonucu
gerektirdigini gorerek de elde edebilirdik:

0 - -
—Zp=—-HZp=—V?Zp. /1.9:
()__:j’ZP HZ p va Zp (VL.93)
Bu basitce, (serbest parcacik igin) difizyon denklemidir ve p(f =0) =1 (yani
(x|p(B = 0)|X) =83(x¥ —%)/V) ilk kosuluna bagli olarak ¢ézilerek denklem (VI.

92)’nin sonucunu verir.
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