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VI. Kuantum Istatistiksel Mekanigi

Klasik istatistiksel mekanigin uygulanabilirliginde kisitlamalar mevcuttur. Dugsuk
sicakliklarda kuantum mekanigi etkilerini dahil etme ihtiyaci agik¢a ortaya ¢ikar. Bu
bolimde, oOncelikle molekuler gazlarin ve katilarin 1s1 sigalari baglaminda klasik
sonuglardaki hatalari ve kara cisim 1simasindaki mordtesi felaketini gosterecegiz.
Sonrasinda kuantum kavramlarini kullanarak istatistiksel mekanigi yeniden formule

edecegiz.

VI. Seyreltik Cok Atomlu Gazlar

Cok atomlu molektllerden olusan bir seyreltik gaz disunelim. n atomun her bir

molekuilu icin Hamiltonyen goyledir,

T _,2

:Zf L V(G ), (VL1)
= 2m

burada, V potansiyel enerjisi molekuler baglardaki tum bilgileri icerir. Basitlik

acisindan, molekuldeki tim atomlarin ayni kitleye sahip oldugunu varsaydik. Katleler
farkli ise, ¢; koordinatlarini \/m;/m ile (ve momentumlari /m/m; ile) yeniden
Olceklendirerek Hamiltonyeni yukaridaki sekle getirebiliriz; burada m;, iinci atomun

kitlesidir. Molekuller arasindaki etkilesmeleri goz ardi edersek, bir seyreltik gazin

Ulesim fonksiyonu su sekildedir,

N
. a3 pz(f i « _ n ﬁf - . PR
Z(_\ ) = \— = \ 1 {/ H exp l—fz m — fl; (g1, ..., (n) . |\ :[2)

i=1

MolekulU birarada tutan kimyasal baglar genellikle oldukga kuvvetlidir (enerjisi
elektron volt mertebesinde). ilgili ayrisma sicakliklarindan (= 10%°K) ¢ok daha kiigiik
olan tipik erigilebilir sicakliklarda, molekulun iyi tanimlanmis bir gekli vardir ve sadece
kiguk deformasyonlara ugrar. Bu deformasyonlarin tek parcacik Ulesim fonksiyonu
Z,’ye katkisi soyle hesaplanabilir,

(a) ilk adim, V potansiyelini minimize ederek (qj,....G;) denge pozisyonlarinin
bulunmasidir.
(b) Daha sonra denge etrafindaki kiiglik deformasyonlarin enerji maliyeti g; = g; + u;

yazilarak ve u’nun kuvvetleri cinsinden bir acilim yaparak elde edilir,
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1 ' 52y , -
V=V"+ 5 Z - Ui ot + Ou?). (VL.3)

| 94,0995,

(Burada, i,j =1,--,n, atomlan tanimlar ve a, f =1,2,3 belirli bir bileseni
nitelendirir). Acilim kararl bir denge konfigurasyonu etrafinda oldugu igcin,
denklem (VI.3)'de birincil tlrevler eksiktir ve ikincil tlrevlerin matrisi pozitif
tanimlidir, yani sadece negatif olmayan 6zdegerlere sahiptir.

(¢) Molekiilin normal modlar 3n x 3n boyutundaki 9*V/dq;,0q;s matrisini
kosegenlestirerek elde edilir. Ortaya ¢ikan 3n tane K, 6zdegerleri, her bir modun
sertligini gosterir. Degiskenleri, baslangictaki {u;} deformasyonlardan, normal
modlarin {ii} genliklerine degistirebiliriz. iigili eslenik momentumlar p, = mii, dir.
{u;Yden {ii;}ya doniusim birimsel oldugu igin (vektér uzunlugu korunarak),
i ﬁiz =Y. p? ve ortaya gikan deformasyon Hamiltonyeninin kuadratik kismi

soyledir,

2m

3n . -
Hy=V*"+ > {i P+ I“‘—; a'_i} : (V1.4)

(Faz uzayinda integral 6lgegini koruduklarindan, []; , du;,dp; , = [Is dii;dps, bu
tip donisumler ayni zamanda kanoniktir.)

Her bir molekalin ortalama enerjisi yukaridaki Hamiltonyenin beklenen
degeridir. Her bir kuadratik serbestlik derecesi klasik olarak enerjiye bir kzT /2 faktoru
katkisi yaptigi icin,

(Hy) = Vr 4 22 j " kpT. (VL5)
Sadece sonlu sertlikteki modlar potansiyel enerji depolayabilirler ve m, sifirdan farkl
K, ye sahip bu tip modlarin sayisi olarak tanimlanir. Asagidaki potansiyel simetrileri

bazi 6zdegerleri sifir yapar:

(@) Oteleme simetrisi: V(4, + ¢ -,Gn + &) =V(Gy, -, G,) oldugu icin, 0 =
Y« 4o /n kitle merkezi koordinatinda enerji depolanmaz, yani V(@) = V(é +C) ve
ilgili U¢ Kiieleme degeri sifirdir.

(b)  Dénme simetrisi: Molekulin dénmeleri ile ilgili potansiyel enerji de yoktur ve
ilgili sertlik icin Kgs, = 0'dir. Donel modlarin sayisi, 0 <r < 3, molekulin gekline
bagldir; 6rnegin, gubuk seklindeki bir molekllde eksene paralel bir donme yeni bir

konfiglrasyona neden olmadigi igin r = 2’dir.
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Matrisin geri kalan m = 3n — 3 —r 6zvektorleri sifir olmayan sertlige sahip
olup titresimsel normal modlara karsilik gelir. Denklem (VI.5),’den molekll basina
dusen enerji sOyledir,

. 6n—3—r, | i
(Hi) = 2Tkl (VLG)

lIgili 1s1 sigalari,

6 — 3 — 1) _ _ 6n —1 — 1)
—l" " > ") kg, and Cp —Cy +kp — —l" " r)

Cyv
! 9 9

kg, (VLT)

sicakliktan bagimsizdir. y = Cp/C, orani adyabatik islemlerle kolayca o&lgulebilir.

Yukaridaki sav temelinde beklenen y degerleri bir takim farkli molekdiller i¢in asagida

verilmigtir.

Tek atomlu He n=1 r=20 v =5/3

iki atomlu Oy veya CO n=2 r=2 v=9/7

Dogru. ig atomlu  O-C—O n =23 r=2 v=15/13
Diizlem. g atomlu H( ) H n=3 r=23 vy=14/12=7/6
Dort atomlu NH; n =4 r=3 7 =20/18=10/9

Seyreltik gazlarin 1s1 sigasi Olgumleri, yukaridaki tahminlerle oOrtigsmez.
Ornegin, oksijen gibi iki atomlu bir gaz icin C,/ky = 7/2 degeri, ancak birkac bin
Kelvin Uzerindeki derecelerde gozlenir. Oda sicakliklarinda, 5/2’lik daha dusuk bir
deger gozlenirken, 10°K civari gibi daha da disik sicakliklarda bu deger 3/2'ye
duser. DUsuUk sicakliktaki deger, tek atomlu bir gazinkine benzer ve donel ve
titresimsel serbestlik derecelerinde enerji depolamasi olmadigini gésterir. izin verilen
enerji duzeyleri kuantumlastirilirsa bu gozlemler agiklanabilir.

e Titresimsel modlar: iki atomlu bir molekiilde K = mw? sertliginde bir titresimsel

mod bulunur, burada w, salinim frekansini gosterir. Bu mod icin klasik Ulesim

e _ [dpdg P2 mw?¢?
"’ib_/T exXp {—'5 (m+ 5

fonksiyonu soyledir,

.- B (VL.8)
1 [/ 2mm 27 2 kgl '
ok \ 3 Gmw? )  hfw  hw
burada, h = h/2r. Bu modda depolanan ilgili eneriji,
_ _ ) JIn(Bhw) _
(Hup)® = — 2l - 200 _ L pr, (VLY)

03 03 -3
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kinetik ve potansiyel serbestlik dereceleri basina kgzT/2’den gelir. Kuantum

mekaniginde izin verilen enerji degerlerin = 0,1,2, --- ile gdyle kuantumlanir,
/6 1 .
H’\{ib = hw (” + ;) . (VI.10)

Her bir ayrik duzeyin olasihdinin Boltzmann agirhigi ile orantii (daha sonra
dogrulanacaktir) oldugunu varsayarsak, bir normallestirme ¢arpani mevcuttur

o0 —Bhw /2

r —Bhw(n /) € -
Z\fib — Z o Shw(n+1/2) _ m (\ Ill)
n=0
YUuksek sicaklik limiti,
1 kgT
M 2 = G55 = T

denklem (VI.8)ye denk duser (kismen klasik faz uzayi 6lgimu olarak h segimine

bagli olarak).
Titresimsel enerjinin beklenen degeri soyledir,
dmz Tw 0 — Bhw fiw e~ Phw o
‘E‘\?ib = — 95 = T + (j_j)lll(l — e ) = 7 -+ ?’iu.-‘l — (,—ffﬁ-u:‘ (\112)

ik terim, sifir sicakliktaki taban durumunda bile mevcut olan kuantum
dalgalanmalarinin enerji maliyetidir. ikinci terim ise termal dalgalanmalara baglh ek
enerjiyi tanimlar. Ortaya ¢ikan 1sI sigasi,

i IEL, hw \2 e Phw
aq  _ vin g, .13
( vib dr AB (;*Bl) Il _ ‘,:—_:BTw:)Q ! (\ L1 )

kg’'nin sadece T > 0,,;, sicakliklarinda klasik degerini elde eder; burada 6,,;;, = hw/kg
titresimsel enerji kuantumu ile ilgili karakteristik bir sicakliktir. T « 6,;, icin Cgl.b,
exp (—0,;,/T) seklinde sifira gider. 6,;,,’'nin tipik degerleri 103 ile 10* Kelvin
araligindadir; bu da 1s1 sigasinin klasik degerinin neden sadece daha yuksek
sicakliklarda gézlemlendiginin agiklamasidir.

e Dénel Modlar: iki atomlu molekiillerin 1si sigalarindaki diisiik sicaklik anomalisini
aciklamak igin donel serbestlik derecelerinin kuantumlagmasini incelememiz gerekir.
Klasik olarak, iki atomlu bir molekulin yénelimi 6 ve ¢ olmak Uzere iki agi ile belirlenir
ve Lagrangiani (kinetik enerjiye esit) soyledir,

N TR S r
=3 (H +sin26 ) (VI.14)

burada, I eylemsizlik momentidir. Eslenik momentumlar,
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0L . 0L o
Pe = (d_ﬁ =16, py= L}T = Isin# ¢, (VL.15)

cinsinden donusler icin Hamiltonyen su sekildedir,

1 (., 3 2 ]
Y O — - y _ = —. \’ I ]_6
Hrot 21 (})9 + sin? H) 21 ( )

burada, L acisal momentumdur. Klasik Glesim fonksiyonundan,

1 ™ 2m o0 3 1”2
Zrot = +5 / do / do / dpedpg exp | —= | pj + —=
et Rz R ¢ o \Po T 52y

(VI.17)
[ 2n] A\ 2lkpT
RN A Y
depolanan eneriji, iki serbestlik derecesi i¢in beklendigi gibi su sekildedir,
dlnZ J 3R>
{ Ve - 2 ) =7 7

Kuantum mekaniginde, agisal momentumun izin verilen degerleri /= 0,1,2,--- olmak
lizere [% = h2¢(f + 1) seklinde kuantumlanir ve her bir durum 27+ 1’lik (segilmis bir
yon boyunca, L, = —{£,---, +£) yozlasmaya sahiptir. Bu durumda bu duzeyler igin goyle

bir Glesim fonksiyonu elde edilir,

> BR20(0+1)7 L= Grot (L +1)] - .
- E Xp | ————=| (2 = E Xp | ———————| (2¢ , M1.1¢
ZL, 2 exp { 57 } (204 1) &_D(\p { T (204 1) (VI.19)

burada, 6,,, = h?/(21kg) donel enerji kuantumuna iliskin karakteristik bir sicakliktir.
Toplam genel olarak analitik bir bicimde hesaplanamazken, ylksek ve dusuk sicaklik
limitlerini inceleyebiliriz:

(a) T > 6, icin, denklem (VI.19)'daki terimler yavasca degisir ve toplam yerine
su integral alinabilir

oo . H £Z\.r ].
lim Z2, :/ dr(22 +1) exp {—M}

! . T (VI.20)
:/ dy e Froe¥/T — = Ziot
0 rot
yani, denklem (VI1.17)'nin klasik sonucu elde edilir.
(b) T « 6, icin ilk birkag terim toplami tayin eder ve
lim ZL, =1+ 3¢ 20/T 1 O(=6%/ T, (VI.21)

T—oo

soyle bir enerjiye yol agar
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dinZ J 0. " 0. . J .
Bl = S5 & 55 {1 + :jf-—”rvr»-l”} ~ Gk plyore 20/ T (V1.22)

Ortaya ¢ikan is1 sigasi dusuk sicakliklarda su sekilde sifira gider,

] IEY 2600t N\~ _op s .
Crot = (d..j‘t‘“ = 3kp ( e t) e~ 2roe/T ... (V1.23)

Tipik 6., degerleri, 1 ve 10°K arasindadir; bu durum isi sigasi 6lgimlerindeki disik
sicaklik davranisini agiklar. Cok dusuk sicakliklarda, tek katki katle merkezinin kinetik
enerjisinden gelir ve molekul tek atomlu bir pargacik gibi davranir. (Isi sigasi, 6zdes
parcaciklar baglaminda tartisilacagi gibi, kuantum istatistiklerine bagli olarak daha da

dusuk sicakliklarda sifir olur.)

VI. B Bir Katinin Titresimleri

Parcaciklar arasindaki gekici etkilesmeler, 6nce dusuk sicakliklarda gaz
halden sivi hale yogusmaya neden olur ve sonunda daha da duguk sicakliklarda
donarak kati hale donismeye yol agar. Termodinamigini tartisma amaciyla, kati
madde, n = N > 1 atomlu, denklem (VI.1)’e benzer bir Hamiltonyene tabi ¢ok blyuk
bir molekul olarak degerlendirilebilir. Bu durumda bir dnceki bolumde belirtiimis olan
adimlari takip edebiliriz.

(@) Kati maddenin klasik taban durumu konfigurasyonu V potansiyelini minimize
ederek elde edilir. Hemen hemen her durumda, minimum ener;ji, bir érgii olusturan,
periyodik bir atom diizenine karsilik gelir. @, b, ve ¢ taban vektérleri cinsinden, basit

bir kristaldeki atomlarin konumlari goyle verilir,
7(t.m.n)= |la+mb+né| =7 (V1.24)
Burada, {£, m,n} bir tamsay tglUsudur.
(b)  Sonlu sicakliklarda, atomlar ufak deformasyonlara ugrayabilir
Gr = 7 + (7). (VL.25)
bunun potansiyel enerjideki maliyet soyledir,

Vv 2. L“Q(F"' us (') +O(u?). (V1.26)
2 ! ‘{hj'ﬁfk‘{){f?—"’.,‘:ﬁ’ J B

o, 3
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(c) Bir kristalin normal modlarinin bulunmasi, kristalin &teleme simetrisi ile

oldukga kolaylasir. Ozellikle ikincil tlrevlerin matrisi sadece iki noktanin bagil
konumuna baghdir

*Y . n

— (7= = T o

BT Kop(F—17"). (VI.27)

Bir Fourier tabani kullanarak, matrisi en azindan kismen kdsegenlestirmek igin boyle

bir simetriden faydalanmak her zaman mumkundur,

ro kR

ua(i) =S :‘____T;;Q.(f.‘ ). (VL.28)
— VI
|!\’

Toplam, bir Brillouin bélgesi igindeki k dalga vektérilerine kisithdir. Ornegin, kenari a

olan bir kubik 6rgude k’nin her bir bileseni, [—m/a, w/a] araligindadir. Bunun nedeni,
bu aralik disindaki dalga vektorlerinin (k, + 2nm/a)(na) = k,(na) + 2mnn
oldugundan ek bir bilgi tagimamasi ve 2r’nin kati olan herhangi bir fazin denklem
(V1.28)'deki toplam Uzerinde etki yapmamasidir. Fourier modlari cinsinden,

deformasyonlarin potansiyel enerjisi sOyledir

1 . P SR -
V=Vt 3 Kaa(F =) () i (7). (V1.29)
i (7, 7'),(k k'’
o a3 :

Su duzenlemeyi yaparak,

~ 7 _ 7
r'=f?—|—f3. and r-’r=f?—'_f—),

degiskenleri bagil ve kitle merkezi koordinatlarina degistirebiliriz

= =t
- - = T +T
p=r—7' and R=-——,

Bu durumda denklem (V1.29) asagidaki gibi sadelesir,

Y — pP* + % 2 (z(?fi-Ff’Jﬁ) (Z I{Qﬁ(ﬁ){:-ifi:—i:f}.f;.-ﬂﬁa(ﬁ )f},'i’:;:;)) ' (\’I‘j[])
ke ke’

R

a3

llk parantezdeki toplam Ny, 3, oldugu igin

Y — P* + % —Z |:Z I\—Qﬁ’(ﬁ)(ﬂ_\z-ﬁl ﬁ(.‘t I\f?} f:‘...j(—f?)
Ra,8 L P (VL.31)
. 1 ~ L T T
=V + 5 z Kok )ua(k)ug(k)™,

ka8
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Burada, K,3(k) =35 Kup () exp (ik - ) ve tig(k)* = ig(—k), tig(k) nin karmasik
eslenigidir.
Bu nedenle farkh Fourier modlari kuadratik duzeyde ayrisir ve ikincil tirevlerin

3N x 3N boyutlu matrisini kosegenlestirme isi, 3x 3 boyutlu I?aﬁ(E) matrisinin her bir

-

k icin ayri ayri kdsegenlegtiriimesine indirgenir. I?aﬁ’nln formu, kristalin nokta grup
simetrileri ile daha da kisitlanir. Bu kisitlamalarin tartigilmasi bu bolumun amaclari
arasinda yer almamaktadir ve basitlik agisindan I?a[;(l_c)) = Sa,ﬁl?(ﬁ)’nln hali hazirda
késegenlesmis oldugunu varsayacagiz. (izotropik bir madde icin bu, hacim ve kayma
modulleri arasinda 6zel bir iligkiyi gerektirir.)
Deformasyonlarin kinetik enerjisi soyledir,
N m .o Mo e o 1 S
D 50i = Fuak)iak) =3 ——palk)pa(k)", (VL32)

i=1 k.o k.o

burada,

oL

il (k)

Palk) = = miig (k).

ﬁa(E)’ya eslenik momentumdur. Ortaya ¢ikan deformasyon Hamiltonyeni

H=V* +Z

k.o

2 K(k)

4 i (F)

Pa '\.

)
] , (VI.33)

a)a(l?) = /I?(E)/m frekanslarina sahip 3N bagimsiz salingaglari tanimlar.

Klasik bir hesapta, sifirdan farkli sertlige sahip her bir harmonik salingac,
katinin i¢sel enerjisine kzT katkisinda bulunur. 3N salingacin en fazla 6 tanesinin
(kristalin tekdlze otelenme ve donmelerine karsilik gelen) sifir sertlikte olmasi
beklenir. Bu nedenle 7/N mertebesine kadar kapsamsal olmayan duzeltmelere gore,
(V1.33) Hamiltonyenine iligkin klasik i¢csel enerji 3NkzT’dir ve bu atom basina 3kg’lik
sicakliktan badimsiz 1s1 sigasina yol acgar. Esasen, Olgllen 1s1 sigasi dusuk
sicakliklarda sifira gider. Yine, bir dnceki bolimde tartisildigi gibi, bu gézlemi her bir
salingacin enerji duzeylerinin kuantumlagmasi ile iligkilendirebiliriz. Her bir harmonik
modun ayri ayri kuantumlagsmasi Hamiltonyenin asagidaki izin verilen degerlerini

verir,
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= 1 .
HY=V*" + z hwa (k) (n,;.a + ;) . (VI.34)
R B

burada {n; ,} tamsayilar kimesi, salingaglarin kuantum mikrodurumunu tanimlar.

Salingaglar bagimsiz oldugundan Glesim fonksiyonlari,

Ly (¥ - PR - ’
79 = E {:—_:BH,J — ¢ BEo H E (_—;'.i’hu:(\.{kj115_r\ — o BEo H —1 — |, (VL35)
1 — e—Bhwa(k)

{ng ot ko "k« [iNat
denklem (VI.11) gibi tekil salinga¢ ulesim fonksiyonlarinin g¢arpimidir. (E,, V*'In
yaninda tum salingaclarin taban durum enerijilerini igerir.)
icsel enerii su sekildedir,
E(T)=(H%) = Eo + ) hwa(k) <NQ (k j|> . (VI.36)
k,a

burada, ortalama doluluk sayilari su sekilde verilir,

= Z-X_ ne —Bhwa (k)n ) 1
T | ;1 ) = n:-;ﬂ - — = —— — 111 - —
Z}}.:o e—Bfiwa (k)n UI:_ -'fhw‘a(f\‘ )I 1 — e—Bhwalk)

(,—;'Zi’?i.u:r\fj—c} 1

(VL37)

1 — ‘,._,-;amn.{x?;, (,_:Bﬁ.u:r\ U—c} _ l'

Kuantum mekaniksel etkileri kapsama yolunda ilk girisim olarak, tum

salingaclarin ayni wg frekansina sahip olduklarinin varsayildii Einstein modelini

alabiliiz. Bu model, ideal konumlarina K = 0%v/dq? = mw? sertlikle yaylarla

sabitlenmis atomlara karsilik gelir. Ortaya g¢ikan i¢sel enerji,

R T"'«L’E"_':BﬁwE T oo
E = FEq+ 3N T cphon (VI.38)
ve ISl sigasl,
‘ L dE . (Tg\? e Te/T i
C=gp =3Nks ( T ) (1 — e-T5/T)? (V1.39)

basitce tek bir salingacinkilerle orantilidir (denklem (VI.12) ve (VI.13)). Karakteristik
bir Ty = hwg/kg sicakhigi ile, 1s1 sigasinin Ustel olarak sifira dugslisu mevcuttur.
Ancak, deneysel olarak élcilmis olan i1si sigasindaki sifira diisiis T° seklinde cok
daha yavas olur.

Bu celiski, duslk sicakliklarda isI sigasina yapilan en blyuk katkinin, en kolay

uyarilan en dusuk frekansh salingaclardan saglandigini vurgulayan Debye modeli ile

¢ozllur. Buna karsilik olarak, en dusuk enerji modlari, k = |E| en kiuguk dalga
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vektorlerine veya A = 2r/k en uzun dalga vektorlerine tekabul eder. k=0 olan

modlar drgundn yalin 6telenmesini gosterir ve sifir sertlige sahiptir. Sureklilik itibariyle

limg_, K (l_c)) = 0 olmasini bekleriz ve kristal simetrisini goz ardi edersek, kuguk dalga

vektorlerinde I?(E) acithimi su sekli alir

K (k)= BE? + O(kY).
Reel uzaydaki K (7 — 7#") = K(#' — #)’den kaynaklanan K (k) = K(—k) esitligi aciimda
tek kuvvetli terimlerin bulunmamasina yolacar. Uzun dalga boylarina karsilik gelen

frekanslar soyledir,

_, .l YR
S Lo
!

burada, v = \/B/m, kristaldeki ses hizidir. (Gergel bir maddede, Kz, 8, ile orantili
degildir ve sesin farklh polarizasyonlari farkh hizlara sahiptir.)

Titresimsel modlarin kuantumuna genellikle fonon adi verilir. Denklem
(V1.40)daki dagiim iligkisini kullanarak, fononlarin igsel enerjiye katkilarini sdyle

gOsterebiliriz,

hok _
(H") = Eo+ Y, —mor—- (V141)

k.o
Ly X L, X L, boyutlarina sahip bir kutudaki periyodik sinir kogullari ile izin verilen

dalga vektorleri goyledir,

— 2Ty 2mNy 27N
k= z. E =), V1.42
( L, Ly L. ) ( )

burada, n,, n,, ve n, tamsayidir. Blyik boy limitinde, bu modlar ¢ok yogun bigimde

toplanmustir ve bir d3k hacim elemanindaki mod sayisi goyledir,

dk,  dk, dk,

AN = 27/Ly 27/Ly 27/L,  (27)?

d*k = pd*I:. (V1.43)

Faz uzay yogunlugu p kullanilarak, izin verilen dalga vektorleri Uzerinden her turlu

toplam, su sekilde bir integralle degistirilebilir,
Jim Z flk) = / &k pf (k). (VL44)
1\’

Boylece denklem (VI1.41) su sekilde yeniden yazilabilir,
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B.Z. arn. ,
. BE ok L
E = Ey+3V f G T (V1.45)

burada, integral Brillouin bdlgesinin hacmi Uzerinden alinir ve 3 c¢arpani Ug¢
polarizasyon igin ayni ses hizini varsaymaktan gelir.

Brillouin bolgesinin sekline baghligi nedeniyle, denklem (VI1.45)'deki eneriji igin
basit bir kapali ifade vermek mumkin degildir. Ancak, ylksek ve dusuk sicaklik
limitlerini inceleyebiliriz. ki limiti birbirinden ayiran karakteristik sicaklik;

hokpee B0 T

Tp = ~— . 2 VI.46
b kg kg a ( )

bdlgenin sinirindaki yuksek frekans modlarina karsilik gelir. T > T}, igin tim modlar
klasik bicimde davranir. Denklem (VI1.45)'in integrandi sadece kgT’dir ve modlarin
toplam sayisi 3N = 3V [% a3k /(2m)? oldugu igin E(T) = Eo + 3NksT ve C = 3Nkg
klasik sonugclari bulunur. T < Tj igin ise, denklem (V1.45)’in paydasindaki exp (Bhvk)

terimi Brillouin bélgesi sinirinda ¢ok buyiiktiir. integrale en énemli katki kiiciik k’den

gelir ve integral araligini sonsuza uzatmanin getirecedi hata kuguktlr. Degiskenleri

x = Bhv|k|’e cevirdikten sonra kiiresel simetriye bagl olarak d3k = 4nx2dx/(Bhv)3

kullanarak, denklem (V1.45) sdyledir,

3V (kpT\® o af
lim E(T)xE[H-—(L) 47rf;BT/ dor—>
0

T<To 873\ hw T — |
f e ‘ (VL4T)
72 kT
—F V(=) kgl
0t 10 ( hv ) B

(Belirli integralinin 7*/15 =~ 6.5 degeri standart tablolarda bulunabilir.) Ortaya ¢ikan

ISI sigasl,

_W: 5 hv

IE 272 (kgl'\®
=" L‘BI.-"—( i ) : (VI.48)

gdzlemlere uygun olarak C o Nkg(T/Tp)* seklindedir. Bu sonucun fiziksel yorumu su

sekildedir: T « T, sicakliklarda fonon modlarin sadece bir kismi termal olarak
uyarilabilir.  Bunlar, hw(E) K kgT enerji kuantumuna sahip dusuk frekansli

fononlardir. Uyarilan fononlarin dalga vektorleri |E| < k*(T) = (kgT/hv) kosulunu
saglar. Genel olarak, d uzay boyutunda, bu modlarin sayisi yaklasik olarak

Vk*(T)® ~ V(kgT/hv)#dir. Her bir uyariimig mod klasik bigimde ele alinabilir ve igsel
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enerjiye yaklagik kgT Kkatkisi yapar, boylece E ~ V(kgT/hv)%kgzT seklinde
dlgeklendirilir. ilgili 1s1 si§asi C ~ Vkg(kgT/hv)%, T bigiminde sifira gider.

VI.C Kara Cisim Isimasi

Fononlar kati ortamin titresimleridir. Sivi ve gaz durumlarda da (boylamsal)
ses modlari bulunur. Ancak, ‘bos’ vakum bile, sonlu sicakliklarda termal olarak
uyarilabilen elektromanyetik (EM) alan dalgalanmalari yani fotonlari barindirir. Bu

alanin normal modlari EM dalgalardir, bu dalgalar k degerinde bir dalga sayisi ve «a
ile gosterilen iki olasi polarizasyon ile karakterize edilir. (Serbest uzayda V-E=0

oldugu icin elektrik alan E’ya dik olmalidir ve sadece enine uzanan modlar bulunur.)
Uygun koordinatlarin secgilmesiyle EM alan i¢cin Hamiltonyen harmonik salingaglarin
bir toplami seklinde yazilabilir,

’Hz%Z[

ko

+ wa (k)

12
PFa f?aCr‘r)‘ } ) (V1.49)
burada c 1s1k hizi olmak Uzere a)a(E) = ck’dr.

Periyodik sinir kogullari ile, L buyukligundeki bir kutuda izin verilen dalga
vektorleri sOyledir Z = 27(n,, ny, n.)/L, burada, {n,,n,,n,} tamsayidir. Fakat,

fononlardan farkli olarak, k bayuklugunu kisitlayan bir Brillouin bolgesi yoktur ve bu
tamsayilar istendigi kadar buyuk olabilir. Boylesi bir kisittamanin olmamasi, klasik bir
hesapta moroétesi faciaya yol agar: Dalga vektoru icin bir limit bulunmadigi igin, mod
basina kzT tayin etmek ylksek frekansli modlarda depolanan sonsuz bir enerjiye
neden olur. (Dusik frekanslar sonlu kutu buayukligu ile kesilir). Planck’in dnermis
oldugu izin verilen EM enerji degerlerinin su Hamiltonyene gore kuantumlasmasi

gerektigi gorusu aslinda bu zorlugu ¢ézmeye yoneliktir,

HY = hck (ua(ﬁ) +%> na (k) =0,1,2,-. (VL50)

ke, cx
Fononlar igin oldugu gibi, icsel enerji soyle hesaplanir,

‘e Bhck

o 1 ¢ 2V 4 hck _
_E = '\._H}_.a' = Z h(’.r‘l\‘ (E + m) = I _E‘U + (2,;?.:'3 /\{IF ﬂm (\I)l)

ke o
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Sifir noktasi enerjisi aslinda sonsuzdur fakat yalnizca enerji farklari olguldagua igin
genellikle bu durum g6z ardi edilir. Degiskenlerin x = Bhck olarak degismesi

uyarilma enerjisini hesaplamamizi saglar,

E*  he (kT e dr

Vv - T2 fic /D e — 1
w2 (kgT\* ..

T ( he ) bl

EM i1sima ayni zamanda kabin duvarlarina bir basing uygular. (VI.50) deki

(VL.52)

]

wn

Hamiltonyenin ulesim fonksiyonundan,

~ ~ 1 —Bhek /2 .
Z= ), exp {—-ﬁ‘m(r‘«) (nam + 7” ~[l—= (VL53)

{na(k)} k.o

serbest enerji soyledir,

F=—-kpT'lnZz = L‘B]‘Z {y +1n (1 — (;—.-'Bﬁ-clc)}
B o (VI1.54)
=2V / % {% + kpT'In (1 — w—’ﬁﬁd")} ‘
Foton gazina bagh basing su sekildedir,
P=- % ., =- / % [fick 4+ 2kpT In (1 — e=F1ek) ]
=P - f“fj /XJ dk k21n (1 — e=PRF)  (kismi integral al)

i 0 (T\’II')I'))

kpT [~ k3 [Bhee=Bhek ’
=P+ /D dk 5 T ok (denklem (VI.51)'le karsilastir)

Ayni zamanda bir de sonsuz, sifir noktasi basinci P, bulundugunu hatirlayalim.
Basingtaki bu farklar, iletken levhalar arasinda olgulebilir nitelikte Casimir kuvvetine
neden olur.

Enerji yogunlugunun 1/3 kati ekstra basing, goreceli pargacikh bir gazinki ile
kiyaslanabilir. (Test problemlerinde gosterildigi lzere, € o« |p|® dagiim iligkisi, d
boyutta bir P = (s/d)(E/V) basincina yol acar.) Pargacikli bir gaz benzetmesi
Uzerinden devam edecek olursak, kap duvarinda bir delik agilmasi halinde birim alan

ve birim zaman iginde kagan enerji akisi soyledir,
E

b= (cL) 7 (VL.56)

Sayfa www.acikders.org.tr



; Q%fﬁhg
Istatistiksel Mekanik | udbMk Ders Notu

Tdm fotonlar ¢ hizina sahiptir ve gelen hizin deli§e dik bileseninin ortalamasi su

sekilde hesaplanabilir,
w2

1 : N
(cp)=cx — 27 sin 0df cos ) = -, (VL5T)
47 J, 4

bu da sonug olarak sunu verir,

60 B2

1 B w? kpT?
O =—=C I_ = B

4
¢ = oT* olarak elde edilen sonug, kara cisim isimasi icin Stephan-Boltzmann

kanunudur ve

~5.67 x 107¥Wm™2° K™%, (V1.59)

60 K32
Stephan sabitidir. Kara cisim 1simasi karakteristik bir frekans bagimhligina sahiptir:

he k3

(VL60)

k dalga vektorindeki enerji yogunlugu olmak lzere, E(T)/V = [ dk& (k,t) olsun.
[k, k + dk] aralidinda yayilan igimanin akisi I(k, T)dk'dir, dyle ki,
.‘_,‘._r_'ff, oy
I(kT)= 1 2 (k,T)

(VL61)

ne2 e ckpTk?/4n for k < &*(T)
T e T

ﬁr.‘Q3‘73(-‘._-‘3&6}";;4?(2 for k> k*(1)

Karakteristik k*(T) = kgT /hc dalga vektoru kuantum ile klasik rejimleri birbirinden

ayirir. Bu, moroétesi felaketi ortadan kaldiran st kesisi saglar.
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