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V.F Varyasyonel Metotlar

Perturbatif metotlar, etkilesmelerin etkisini hesaba katmada sistematik bir yol
sunar fakat bu metotlar kuvvetli etkilesen sistemlerin incelenmesinde kullanisl
degildir. Virial serideki ilk birkag terim gaz davranisini hafif dl¢gide degistirirken,
yogusma gegisini elde etmek i¢in sonsuz sayida terimin toplanmasi gerekir. Kuvvetli
etkilesen sistemler igin alternatif fakat yaklasik bir yontem varyasyonel metotlarin
kullanimidir.

Uygun bir toplulukta Z = tr (e #*) hesabini yapacagimizi farzedelim.
Kanonik formulasyonda Z, kzT = 1/ sicakliktaki H Hamiltonyenine tekabul eden
ulesim fonksiyonudur ve klasik bir sistemde tr, N parcacigin faz uzayi Uzerinden
integraline isaret eder. Fakat, metot daha geneldir ve Ustel faktorin uygun degisikligi
ile Gibbs veya buylk Ulesim fonksiyonunda ve tr'nin izin verilen tum kuantum mikro
durumlar Gzerinden toplam oldugu kuantum sistemleri baglaminda uygulanabilir.
Etkilesen H Hamiltonyeni igin Z’'nin hesaplanmasinin ¢ok zor oldugunu, ancak
hesaplamalarin daha kolay oldugu ayni serbestlik dereceleri kiimesi lzerine etkiyen
bir diger H, Hamiltonyeni bulundugunu farz edelim. Bu durumda H (1) = Hy + A(H —

H,) Hamiltonyenini ve ilgili Glesim fonksiyonunu tanimlariz,
Z(A) = tr{exp [-Ho — A\F (H — Ho)]}. (V.70)

dyle ki, A’'nin sifirdan bire degismesiyle ikisi arasindaki gecis saglanir. Bu durumda
digbukeylik kosulunu ispatlamak daha kolaydir,
d*>InZ(\) 2/ a2\ o -
— = <|‘_H—H.o) >C£n_ (V.71)
burada () uygun sekilde normalize edilmis olasiliga gore beklenen degerdir.

Fonksiyonun digbukeyliginden, hemen asagidaki ifadeye ulasilir,

dln 7

> (0) P
mZ(A) =InZ(0)+ A ™

(V.72)

A=0
Usttaki H,. bakimindan beklenen degeri géstermek lzere, dInZ/dA|;— = f{Hy —
H)° oldugunu gérmek kolaydir. A = 1 alarak sunu elde ederiz,

mZ =mZ0)+p3 '::’H,D}D — 3 {’H}O‘ (V.73)

Gibbs egitsizligi olarak bilinen denklem (V.73), c¢odgu varyasyonel
hesaplamanin temelini teskil eder. Tipik olarak ‘daha basit’ olan H,, Hamiltonyeni (ve

dolayisiyla denklem (V.74)'Un sag tarafi) ¢esitli {n,} parametreleri icerir. In Z i¢in en
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iyi kestirim, bu parametrelere gore sag tarafin maksimum degerini bularak elde edilir.
Simdi, bir onceki kisimdaki @ buyuk Ulesim fonksiyonunun yaklasik hesabinin, n
yogunlukta sert cekirdekli parcaciklarin bir gaziyla uyumlu H, ile bir varyasyonel
isleme esit oldugunu kontrol edebiliriz, bunun igin (toplami baskin terimiyle
degistirdikten sonra),

Q

nQy=/uN+InZ =V |n(1+ 3 —In(A*)) +nln (n_l — E)} : (V.74)

H —H, farki, iki-cisim etkilesmelerinin c¢ekici kismini igerir. Faz uzayinin sert
cekirdek etkilesmelerince dislanmamig olan bolgelerinde #,’deki gaz tekdize n

yogunlugu ile tanimlanir. Boylece,

2

3 (Ho —H)° = -ﬂ--"%u. (V.

=J
o
—

ve

In Q . Q 1 5 -
OGP = h > n (148 —In(A*) +nln (n_l — —ﬂ + = Fun?, (V.76)

! 2
bu da denklem (V.66) ile aynidir. n yogunlugu artik denklem (V.76 )’nin sag tarafinda
bir parametredir. n’e gore maksimize ederek en iyi varyasyonel tahminin elde

edilmesi denklem (V.65)’i verir.

V.G ilgili Durumlar

Artik bir seyreltik, etkilesen gazin yuksek sicakliklardaki davranigina iligkin iyi
bir perturbatif anlayisa sahibiz. Daha dusuk sicakliklarda c¢ekici etkilesmeler sivi
duruma yogusmaya yol agar. Faz diyagraminin nitel davranisi ¢cogu basit gaz igin
aynidir. (P, T) koordinatlarinda kritik nokta adi verilen bir noktada son bulan, ((V,T)
duzleminde sivi ve gaz birlikteligine kargilik gelen) bir gecis hatti bulunur. Bdylece
hicbir tekillikle karsilasmadan bir siviyl gaz haline dénustirmek mimkindir. ideal
gaz yasasl evrensel, yani malzemeden bagimsiz oldugu igin, sivi/gaz yogusma
fenomeni de dahil etkilegsen gazlari tanimlayan genel bir evrensel durum denkleminin
(muhtemelen daha karmasik) de var oldugunu Umit edebiliriz. Bu Umit, durum
fonksiyonlarinin uygun bigcimde yeniden oOlgeklendiriimesiyle elde edilen bir ilgili
durumlar kanunu arayiginda motivasyon saglamistir. Basing, hacim ve sicaklik igin

en dogal dOlgek tercihi, kritik noktanin degerleridir (P.,V,, T,).
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Van der Waals denklemi, bir genellestiriimis, durum denklemi 6rnegidir. Bu
denklemde kritik nokta dP/dV | ve d%P/dV?|;yi sifir olarak alarak bulunur. ilk terim
sivi/gaz izotermlerinin, diz bir arada bulunma kisminin limitidir, ikincisi ise x; > 0
kararliik kosulundan kaynaklanir (bkz. denklem (I.72)yi takip eden tartisma). Bu

nedenle, kritik nokta koordinatlari asagidaki bagl denklemlerin ¢6zimu ile elde edilir,

( kgl a
P=1"2
dP kgl 2a
—| =————+=5=0 .
o | (v—"0)2 3 ; (V.77)
02pP _ 2kpT 6a 0
[ 00z, (0= ot T

burada, v = V/N pargacik basina hacimdir. Bu denklemlerin ¢éziumu soyledir,

&

e =om
ve=3b (V.78)
S
kpl, = —

27b

Dogal olarak, kritik nokta a ve b parametreleri vasitasiyla mikroskopik
Hamiltonyene (6rnegin 2-cisim etkilesmesine) baglidir. Ancak, P, T, ve v'yi P., T, ve
v/ lik birimlerde Olgerek bu baghlik durumunu kaldirabiliriz. P. = P/P., v, = v/v,, ve
T, = T /T, olarak ayarlandiginda asagidaki indirgenmis van der Waals denklemi elde

edilir,

Dolayisiyla, bir evrensel durum denklemi (malzemeden bagimsiz) olugturmus olduk.
Ozgln van der Waals denklemi sadece iki parametreye bagli oldugundan, denklem

(V.78) bir evrensel boyutsuz oran 6ngorur,

P.v, 3 .
- — Z —=0.375. V.80
ipl, 8 ” (V-50)

Deneysel olarak bu oran 0.28 ile 0.33 araliginda bulunmustur. Bu nedenle van der
Waals denklemi farz edilen evrensel durum denklemi olma yolunda iyi bir aday
degildir.

Ug bagimsiz kritik koordinati kullanarak, ve deneysel verilerin ¢okisiinden
P. = p.(v,, T,)’yi bularak, genellestiriimis bir denklem olusturmaya deneysel olarak

olarak calisabiliriz. Boylesi bir yontemin benzer gazlari tanimlamada kisith bir
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basarisi vardir; 6rnedin soy gaz dizisi Ne, Xe, Kr vb. Ancak, farkli gaz tipleri
(diatomik, iyonik gibi) oldukga farkli davranislar sergiler. Hamiltonyenlerin temelindeki
farklari goz Onune alirsak bu durum c¢ok sasirtici degildir. Virial agiimdan kesin
olarak bildigimiz bir sey var ki, etkilesen gazin perturbatif ¢6ézimi mikroskopik
potansiyelin ayrintilarina baghdir. Bu nedenle tim sivi ve gazlar icin evrensel bir
denklem bulma Umidi teorik ya da deneysel bir temele dayanmamaktadir; her bir
durumun kendi mikroskopik Hamiltonyeninden yola cikarak ayri ayri incelenmesi
gerekir. Bu ylzden gelecek bolimde agiklandigi Uzere kritik nokta cevresinde

deneysel veri ¢gdkmesinin oldukga iyi calismasi sasirticidir.

V.H Kritik Nokta Davranisi

Kritik noktalarina yakin gazlarin evrensel davranigini agiklamak igin (P., v, T,)

etrafindaki izotermleri inceleyelim. T > T, i¢in, P(T,v)’nin v, ¢evresindeki bir Taylor

acilimi herhangi bir T igin sunu verir,

. L 1 o*P| . )
(v=ve)? 4+ = | (v=ve)*+---. (V.81)
T 6 (_)f" T

) 1 0%°P
(V=) + = —=

- o or
P(T,v) = P(T,ve) + 5~ 2 Jv?

T
OP/0v|; ve 02%P/0v?|y ‘nin her ikisi de T.de sifir olduklari igin kritik nokta
cevresindeki turevlerin acilimi soyledir,

P(Tv.)=P.+al =1T,)+ 0O [(I'-T)]

oP s
“,)—E =—a(T —To) + O [(T - T2)*],
on T .
o?P ot s (V.82)
77|, =T -T.)+ 0O [(l —1T1) } .
PP s
|, =—c+O[(T-1.)].

burada, a, b, ve ¢ maddeye bagl sabitlerdir. §Pév < 0 kararlilhik kogulu (T > T,) igin
a>0ve (T =T,) i¢in c > 0 gerektirir fakat b’nin isareti hakkinda bilgi vermez. Eger,
analitik bir acihm muamkunse kritik noktasi ¢evresinde her turli gaz izotermlerinin su
genel forma sahip olmasi gerekir,
l . : .

P(I.0) = Pt oI =T0) —a(l = Le) (0=ve) +5(1'=Le) (r=ve? =2 (v=ve) +---. (V.83)
Uglincli ve besinci terimlerin (T —T,) ~ (v — v.)? igin karsilastirilabilir buyuklikte
oldugunu dikkate aliniz. Bu kosul saglandiginda dérdincl (ve daha ylksek terimler)

g6z ardi edilebilir.
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e Denklem (V.83)'Un analitik agilimi, kritik nokta yakinindaki davranig i¢in asagidaki
tahminleri verir:
(a) Gaz sikisabilirliginin, kritik izokor (esoylum egrisi) (v = v.) boyunca, yuksek

sicaklik tarafindan kritik noktaya yaklasirken sdyle iraksar,

. a1
)
lim x(1T,v.) = —i i = ; (V.84)
7T+ ve U |p vea(l — 1)

(b) (T =T,) kritik izotermi sOyle davranir,
P:&—%@—%ﬁ+~- (V.85)

(c) Denklem (V.83)Un T < T,’'ye uygulanamaz oldugu acik¢ga goérilmektedir. Fakat,
stabil olmayan izotermlere Maxwell konstrikslUyonunu uygulamak suretiyle disuk
sicaklik tarafi igin bilgi elde etmeyi deneyebiliriz. Esasen, boyutsal inceleme, dusuk
sicaklik tarafindan T.ye yaklasirken bir arada yer alan sivi ve gaz fazi 6zgul

hacimlerinin birbirlerine asagidaki gibi yaklastiklarini gostermeye yeterlidir,

lim (v,,, —t o (1. — 'If]lf’hz, (V.86)

az 'sivi 1)
T—T- g

T < T. icin sivi—gaz gegigine, yogunlukta bir sureksizlik ve L latent isisinin agiga
cikmasi eslik eder. Bu tur gecis genellikle streksiz veya birinci dereceden faz gegisi
olarak anilir. lki faz arasindaki fark birinci derece gegis hattinin kritik noktada son
bulmasiyla kaybolur. Bu noktadaki tekil davranig bir ikinci derece veya surekli gegise
baglanir. Denklem (V.83)e ulagsmak igin, mekanik kararlihk kisitlari ve analitik
izotermler varsayimi yeterlidir. Halen bilinmeyen katsayilarin bulunmasina ragmen,
denklem (V.85)-(V.86) kritik noktaya yakin tekillikler icin evrensel formlar 6ngoértr ve
deneysel verilerle karsilastirilabilir. Deneysel sonuglar, gergekten de tekil davraniga
yonelik genel beklentileri dogrulamaktadir ve farkh gazlar igin bulunan evrensel
sonuglar su sekilde 6zetlenebilir,

(a) Kritik noktaya yaklasirken sikisabilirlik sOyle iraksar,

lim k(1 ve) o (T —T.)77, ~=1.3 . (V.87)

(b) Kritik izoterm soyle davranir,

(P = P.) o (v—1¢)°, §~50 . (V.88)

(c) Sivi—gaz yogunluklari arasindaki fark kritik nokta yakininda goyle sifira gider,

_ lil_n_[,f;swI ~ Pyaz ) X ) o (1. —1T)5, =03 . (V.89)

‘S|V|
T—T: T—1- 9%

lim (v___ —1
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Sonuglar agikga gosteriyor ki, denklem (V.83)’e yol agan, izotermlerin analitikligine
iliskin varsayim dogru degildir. Denklem (V.88)-(V.89)'da karsimiza ¢ikan 4, y, ve
usleri kritik indisler olarak bilinir. Bu uUslerin kaynagi, evrenselligi ve sayisal
degerlerinin anlagilmasi, modern, kritik olaylar teorisinde arastirilan son derece ilgi

cekici bir konudur.
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