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V.C lkinci Virial Katsayisi & van der Waals Denklemi

Tipik bir gazda denklem (V.33)'U kullanarak ikinci virial katsayisi B,'yi
inceleyelim. Daha once de tartigildigi gibi, iki parcacik potansiyeli, kisa mesafelerde
bir sert ¢ekirdek itisi, uzun mesafelerde ise van der Waals c¢ekimi ile tanimlanir.
Hesaplamalari daha kolay hale getirmek igin, potansiyelde bu iki 6zelligi birlestiren

asagidaki yaklasimi kullanacagiz,

400 for r < ro
Vir)= , (V.37)

! 6 . -
—ug (ro/r)”  for r > rg

Bu sekilde iki parganin katkilari ayri olarak agsagidaki gibi hesaplanabilir,

oo Yooy
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(V.38)

ikinci integrand, Bu, >» 1 yiiksek sicaklik limitinde, Bu,(rp/r)° ile yaklagik olarak

degerlendirilebilir ve su sonuca goturur,

To

1 47 3 —3 o0 o .3 .
By =—= |20 4 anfuorl (—=— )| | = Z2(1 - Buo). (V.39)
2 3 3 3

Atom hacminin 8 kati olan Q = 4nr§/3’lik bir genisletiimis hacim tanimlayarak
(minimum yaklagsma mesafesi r, atom yaricapinin iki kati oldugundan) su sonuca

ulasabiliriz,

By(1') = = (1 S ) : (V.40)

e Yorum ve gozlemler:

(1) van der Waals cekici potansiyelinin uzantisi (« r~¢) ¢ok uzun mesafelere ulasir.
Fakat denklem (V.39)'daki integralinde r, kuguk Olcekleriden gelen katkilar
agirhiktadir. Bu kisith baglamda, van der Waals potansiyeli kisa menzillidir ve
ideal gaz davranisi uzerinde n yogunluklari cinsinden analitik dizeltmelere neden
olur, bu da virial serisini dogurur.

(2) Bunun aksine, mesafeyle 1/r3 olarak ya da daha yavas disen potansiyeller uzun
menzillidir. ikinci virial katsayinin hesaplanmasinda ortaya ¢ikan integralde uzun
mesafeler agirhktadir ve sonug iraksaktir. Sonug¢ olarak, ideal gaz davranigi

Uzerindeki duzeltmeler virial serisi seklinde yazilamaz ve analitik degillerdir.
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Coulomb etkilesmelerinde (bkz test igcin problemeler) verilen iyi bir érnekte
goruldigu Uzere analitik olmayan duzeltmeler, kumdilant (veya kime)
acihmlarindaki tim halka diyagramlarinin toplami ile elde edilebilir.

(3) Ikinci virial katsayisi hacim boyutlarina sahiptir ve (kisa menzilli potansiyeller igin)
Q atom hacmi ile orantilidir. YUksek sicaklik limitinde ideal gaz davranigindaki
duzeltmelerin 6nemi denklem (V.14)'Un ilk iki terimini kargilastirmak suretiyle su

sekilde hesaplanabilir

o2 ; Atomik hacim az yogunlugu
Byn® By ~gaz yoguniug (VA1)

n  nl m'Gazda parcacik basina hacimm sivi yogunlugu

Oda sicakliyl ve basincindaki hava igin bu oran yaklasik olarak 1073'tir. Bu
nedenle ideal gaz davranigindaki duzeltmeler disik yogunluklarda kuUguktar.
Boyutsal zeminde, virial serilerdeki daha ylksek dlzeyli terimler igin, B;n'/
B,_;n'"1, benzer bir oran beklenir. Bu nedenle yeterince yiksek yogunluklarda
(gaz sivilastigi zaman) serinin yakinsakligindan kusku duyariz.

(4) Virial acilimi sadece yuksek yogunluklarda degdil ayni zamanda dugsuk
sicakliklarda da bozulur. Bu, denklem (V.40) ve (V.38)de T — 0 limitindeki
iIraksamalardan anlasilir ve c¢ekici etkilesmelerin olmasi halinde parcaciklarin
dusuk sicakliklarda sivi hale gelerek enerjilerini dusurebildiklerini gosterir.

(5) Kesilmisg virial agilimi,

P . Y/ o 2 7 A9

su sekilde yeniden duzenlenebilir

1 H(JSE 2\ () N n B N o
E (p * 2 ! ) - (l * ”E T ) - 1 — ”“;.,-'2 - V — _-N_El:.-f?‘ (\- 43)

Bu tam olarak van der Waals denklemi

up (NN [ NQ

bicimindedir ve a=u,Q/2 ve b=Q/2 van der Waals parametrelerini

tanimlayabiliriz.
o Van der Waals denkleminin fiziksel yorumu: Tarihsel olarak, van der Waals 19.
yuzyilin sonlarina dogru, gesitli gazlarin durum denklemi i¢in deneysel sonuglar

temelinde denklem (V.44)'G énermigtir. O zamanlarda, gaz pargaciklari arasindaki
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mikroskopik etkilesmeler bilinmiyordu ve van der Waals basingta godzlemlenen
dusuglere dayanarak gaz atomlari arasindaki bir c¢ekici etkilesmenin gerekliligini
onerdi. Bu etkilesmelerin dogrudan gozlemlenmesi sonradan gerceklesmis ve o
zaman London tarafindan dipol dipol kuvvetlere baglanmistir. Dazeltme terimlerinin
fiziksel gerekgeleri asagidaki gibidir.

(a) Sert cekirdek dislamalarina bagl olarak gaz hacmi V Uzerinde bir dizeltme s6z
konusudur. ilk bakista denklem (V.44)te dislanmis hacim b’nin her bir parcacik
cevresinde digslanmis olan hacmin yarisi olmasi sasirtici olabilir. Bunun nedeni, bu
faktorin faz uzayindaki tum parcaciklari kapsayan birlesik dislanmis hacmi
Olcmesidir. Aslinda dislik yogunluklarda, koordinatlarin sert ¢ekirdekli gazin dlesim

fonksiyonuna katkisi su sekilde hesaplanabilir,

' 3= - - AT N
SN :/ L7 _ v -ow-20). . (v-(N-1q)~ % (I - ﬁ) ,

NI NI 2
(V.45)

Yukaridaki sonug her seferinde bir pargacik ekleyerek ve minci pargacik icin mevcut
hacmin (V —mQ) oldugu dikkate alinarak elde edilmistir. DUgUk yogunluklarda genel
etki, her bir pargacik i¢gin mevcut hacimde yaklasik /2 azalma seklindedir. Elbette
ikiden fazla parcacik iceren dislanmis hacmin etkileri dogru sekilde dikkate
alinmamig oldugu icgin yukaridaki sonuc¢ yaklasik bir degerdir. Denklem (V.45)in
nispeten basit sekli ancak, uzaysal boyutlar icin d =1 ve sonsuzlukta kesindir..
Sinava hazirlik problemlerinde kanitlandigi gibi d = 1’de dislanmis hacim tam olarak
aslinda Q’dir.

(b) Cekici etkilesmelere bagli olarak P basincinda dususun nicelige dokulmesi daha
zordur. Kisim Ill.F’'de gaz basinci asagidaki sekilde parcaciklarin bir duvara yaptiklari

carpmalara baglanmistir,

P = (nv:)(2mu,) = nm@. (V.46)
V<0

burada, ilk terim birim zaman ve alan igin garpismalarin sayisini verirken ikinci terim

her bir pargacigin aktardi§i momentumu gdsterir. ideal gaz icin olagan durum

denklemi, ortalama kinetik enerjinin mv_,g/z = kT /2 oldugu dikkate alinarak bulunur.

Cekici etkilesmeler asagida verildigi sekilde basingta bir azalmaya neden olur

0P = én (mf'_g) + nd (m@) , (V.47)
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Farkli istatistiksel topluluklar ayni basinci verirken, ki bu bir yiginsal durum
fonksiyonudur, ylzeyde farkh davraniglara yol acabilirler. Bu nedenle, ylzey
Ozelliklerine bagh olan denklem (V.47)'nin degerlendirmesinde dikkatli ve tutarh
olmamiz gerekir.

Bir kanonik toplulukta, gaz yogunlugu duvarlarda azalir. Bunun nedeni,
kutunun orta kismindaki pargaciklar tum kenarlardan gekici bir V potansiyeline maruz
kalirken kenardaki pargaciklarin sadece uzayin yarisindan gelen V /2 lik bir g¢ekici

enerjiye maruz kalmalaridir. Yogunlukta ortaya ¢ikan degisiklik yaklasik olarak
5n ~n (f —BV/2 _ w—ﬂ“’) ~ fnV/2. (V.48)
Y1gin igindeki bir pargacigin geri kalanlarla etkilesmesinin integrali sunu verir
V = f(ig 7 Vatir (1) 1= —nQuyg. (V.49)

Sonug olarak yogunluktaki degisim denklem (V.44)te hesaplanan §P = —n?Qu,/2
basing duzeltmesini verir. Kanonik formulasyonda momentum ve konum olasiliklari
bagimsiz degiskenler oldugu i¢in duvara ¢arpan parcaciklarin kinetik enerjisinde bir
dizeltme mevcut degildir. Momentum icin uzayda tekdiize olan olasilik dagihmi, her
bir hareket yonu igin kT /2’lik ortalama kinetik enerji verir.

Parcaciklarin deterministik Hamilton hareket denklemini izledikleri bir kinetik
formUlasyonda farkh bir agiklama sunulur. Bu formulasyonda, ¢arpan pargaciklar,
yiginsal pargaciklarin olugturmus olduklari potansiyel kuyusunu tirmanmak zorunda
kaldiklari icin, yuzeyden duvara yaklagirken kinetik enerji kaybederler. Kinetik enerji

kaybi soyle verilir,

2 -
LTz 1 3 v, . 1 _
_ - SV N — ——n() /5
) > 5 /ff " Vater. (1) 11 = nfduo. (V.50)

Bu durumda daha yavas olan parcaciklar duvar gevresinde daha uzun t zamani
harcadidi igin, azalan hizlar yluzey yogunlugunda artisa neden olur. Yogdunluktaki
bagil degisim sdyle verilir,

on ot S0, 1 v

—=—= T = —37 — dn = —pnV /2. (V.51)
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Yogunluktaki artis, kanonik formulasyonda denklem (V.48)’in sonucunun tam zittidir.
Ancak denklem (V.50)de hesaplanan kinetik enerji azalmasiyla birlikte, yine

basingtaki dogru azalmaya yolacar.

V.D Van der Waals denkleminin cokuisu

Kisim l.I'de tartigildigi gibi bir gazin mekanik kararhhgi, k; = —=V~1aV/aP|; esislil
sikisabilirligin pozitif olmasini gerektirir. Bu kosul yogunluk dalgalanmalarinin buyuk
kanonik toplulukta incelenmesi ile elde edilebilir. Bir V hacimde N tane pargacik
bulma olasihgi denklem (1V.102) ile g6yle verilmektedir,

(.-3!-1- N Z ( l ‘. __N'_‘ 'l;' )

p(N,V) =

Bir gaz icin InQ = —pG = PV /kgT oldugundan denklem (IV.103) ve (IV.104)
asagidaki gibi sadelesir,

{f_N_\}C =N = f)llll Ql =V £ .

s a(Fp) M | p v \
. r B3
I ?(InQ)  J(N), _ON (V.53)

(N*). = — — = ——— = kpl — ,
(B )? a(Bp) Ot |y
Bu iki denklemin bdlinmesi ve zincir kuralinin kullaniimasi su sonucu verir,

(N?) kg1 ON kgl ON AV . .

- I__fc = B—_ f— = —L__ f—_ f— = nkgl k. (V.54)
N Vi OP|py Vo av PT OP |\ x 1

kr'nin pozitif olmasi, bu nedenle N’nin varyansina baghdir. Kararli bir N degeri,
p(N,V) olasihginin bir maksimum degerine, yani pozitif sikigabilirlige takabul eder.
Negatif bir x; degeri de p(N,V)'de bir minimuma tekabul eder ve sistemin bu
yogunluklarda bulunma olasiliginin ¢ok az oldugunun gostergesidir. O zaman
yogunluktaki dalgalanmalar kendiliginden ortaya gikacak ve yogunlugu kararl bir
degere getirecektir.

Van der Waals gibi her turli yaklagik durum denklemi en azindan kararlilik
gerekliliklerini karsilamak zorundadir. Ancak, van der Waals izotermleri, T, Kkritik
degerinin altindaki sicakliklar icin —dP/dV|r < 0 olan bir kisima sahiptir. Negatif
sikigabilirlik, daha duguk ve daha ylksek yogunluk alanlari olusturma yonunde bir
kararsizlik, yani faz ayrismasi gostergesidir. Reel gazlardaki cekici etkilesmeler,

disik sicakliklarda bir sivi-gaz faz ayrismasina neden olur. izotermler iki fazin
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birlikte bulunmasi durumunda dP/dV|; = 0 olan bir diz kisim igerir. (Kararsiz) van
der Waals esisil egrileri reel bir gazin faz diyagramini olusturmada kullanilabilir mi?
Bunu yapmanin yollarindan bir tanesi Maxwell yorumunu izlemektir: Bir egisil egrisi
boyunca u(T,P) kimyasal potansiyelinin degisimleri denklem (V.53)Un integrali
alinarak soyle elde edilebilir,

dp = ITJP —  pu(T.P)=pu(T.Ps) + /}:JP”@
T < T, i¢in van der Waals izotermleri monoton olmadidi igin kimyasal potansiyelin G¢
ayri degerine, {u,}, tekabul eden bir dizi basin¢g bulunur. Belirli bir sicaklik ve
basingta cesitli u degerlerinin mimkun olmasi, farkli fazlarin birarada bulunduguna
isaret eder. Denge durumunda, her bir N, fazindaki parcacik sayisi, G =
Yo Mg N,Gibbs serbest enerjisini minimize edecek sekilde ayarlanir. Dolayisiyla en
dusuk u, degerine sahip faz tum pargaciklari binyesine katacaktir. 1zin verilen iki
kimyasal potansiyelin kesismesi halinde bir faz gegisi olusur. Denklem (V.55)’ten, bu
kesisme igin P. kritik basinci su koguldan elde edilir,

P.
f. dP'V(T.P') = 0. (V.56)

P.

Yukaridaki sonucun geometrik yorumu, P.’nin her bir kenarda esit monoton olmayan
izoterm alani kapsayan bir basinca tekabul ettigi seklindedir. Faz yogusmasina
Maxwell yorumu yaklasimi, fiziksel olmadigi agikga belli van der Waals izotermi
kisminin integraline dayandigdi icin tatmin edici degildir. ilgili yaklagsimlari daha acik

hale getiren daha iyi bir yontem gelecek bolimde sunulmaktadir.

V.E Yogusmanin Ortalama Alan Teorisi

ilke olarak, faz ayrismasi dahil, etkilesen sistemin tim ozellikleri Z(T, N) veya
Q(T,w)’nin hesaplanmasiyla elde edilebilen termodinamik potansiyellerde igerilir.
Ancak faz gegcisleri, gesitli durum fonksiyonlarinda sureksizliklerle tanimlanir ve
tlesim fonksiyonlarinda tekilliklerin ortaya ¢ikmasina karsilik gelir. ilk bakista, (kisa
menzilli etkilesmeler igin) bu derece iyi davranigh integrallerin asagidaki gibi

hesaplanmasindan bir tekil davranigin dogmasi sasirticidir,

ST AT H “F f}?(f {j?. v = — T e~
Z(T',N.V) / \‘Fﬁ\ Xp | — fz ?m — iz V(G —q5) | - (V.57)
17
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Integralleri pertlrbatif olarak almak yerine, simdi makul bir yaklagsim tasarisi
olusturalim. Potansiyelin sert ¢ekirdek ve ¢ekici kisimlarinin katkilari yine ayri ayri ele

alinir ve Ulesim fonksiyonu yaklasik olarak soyle yazilir,

20N V)~ - L

s yaw Y (V= 9) - (V= (N = 1)9) exp(=50). (V.58)

"

Diglanan h;cim etkileri

Burada U, n = N/V tekdiize yogunlugu varsayilarak asagidaki sekilde elde edilmis bir

ortalama ¢ekim enerjisini temsil eder,

_ 1 , . o 1 3. 3 s i .
U =5 Z ]/at.tr,("i'-i —4;) = E /{"?3'?'1(‘?33'2”U'l)”(3‘2)1"0,‘&1‘,'\_'?'1 —T2)
X (V.59)

) N2
2:;%1-"/(333_" Vater. (T7) = __ET t.

u parametresi gekici etkilesmelerin net etkisini tanimlar. Denklem (V.58)'de yerine

koymak Ulesim fonksiyonu igin su yaklasik ifadeyi dogurur,

Z(T.N.V) ~ (V —\ 1\\‘3’\3)\ exp {j;\d} . (V.60)
Ortaya cikan serbest enerjiden,
F=—kgT'hZ =—-NkpTIn(V-NQ/2)+ Nkpl'In(N/e)+3NkgT In A — “?2 (V.61)
kanonik topluluktaki basing icin ifadeyi asagidaki gibi elde ederiz,
P — oF NEkgT ulN? (V.62)

T W|py V-NQ2  2VT

Carpici bicimde, tekduze yogunluk yaklagimi, van der Waals durum denklemini Uretir.
Ancak, simdi bu yaklasimin 6z tutarlihgini kontrol edelim. k; pozitif oldugu strece
denklem (V.54), yogunluk varyansinin biytk hacimler igin (n?). = kgTn?k;/V olarak
sifira gitmesini gerektirir. Fakat k;, T.de iraksar ve daha dusuk sicakliklarda
negatifligi daha dnceki bélimde tartisildigi gibi yogunluk dalgalanmalarina dogru bir
kararsizh@r gerektirir. Yogusma gercgeklestiginde, ylksek (sivi) ve dusuk (gaz)
yogunluk durumlarina dogru faz ayrimi s6z konusu olur ve tek tip yogunluk varsayimi
dogru olmaktan c¢ikar. Bliyik kanonik toplulukta bu zorlugun Ustesinden gelinir.
Kimyasal potansiyel sabitlendiginde bu topluluktaki parcacik sayisi (ve dolayisiyla

yogunluk) otomatik olarak uygun fazinkine ayarlanir.
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Tek tip yogunluk varsayimi hem sivi hem gaz fazlari igin dogru olduguna gore
blylk Ulesim fonksiyonunu hesaplamak igin denklem (V.59) ve (V.60)In
yaklasimlarini kullanabiliriz,

auN S Q BuN? .
Q' p, V) = g'r:ﬁ““\' Z(IT N, V) = \rz_ouxp {Nln (IT — 7) + ;\ + AN, (V.63)

burada A= 1+ Bu— In(A%)’'dir. N'nin Ussel fonksiyonlarinin her tirli toplaminda
oldugu gibi, yukaridaki ifadede belirli bir pargacik sayisi (dolayisiyla yogunluk) degeri
hakimdir ve sdyle verilir,

O, V) ~ exp dmax [ Na £ v (L 2 £ 4 2o (V.64)
(L, 0, V) = exp q max |V N 1n N_ 5 o N : o

Bdylece, gaz basinci i¢in buylk kanonik ifade

o

In €

3P = I—" = max[V(n)]n, (V.65)

kullanilarak elde edilir, burada,
_ -, bu o oo
U(n)=nA+nln(n ~-3 —|—Tn . (V.66)

MUmkdn yogunluk degerleri d¥/dn|,, = 0’dan elde edilir ve asagidaki esitligi

saglar,

Q 1 .

“ 2 1 —na2/2

Yukaridaki denklem gergekten yogunluk igin n, ¢oklu ¢ézumlerini verir. Ortaya ¢ikan
A’nin denklem (V.65)’te yerine konmasi biraz diizenlendikten sonra asagidaki ifadeye

yol acar,

nakpl T
— =n

P, . = max | —————
g.c. 1 — ”o-Q_,.-':g 2 o

} = max[Pean(n4)]a; (V.68)

yani, belirli bir yogunlukta buyuk kanonik ve kanonik basin¢ degerleri aynidir. Fakat,
denklem (V.67) belirli bir kimyasal potansiyelde yogunluk igin ¢oklu ¢ézimlere izin
verirse, dogru yogunluk, basing igin (veya ¥ (n) igin) kanonik ifadeyi maksimize eden
deger olarak belirlenir.

Siwvi-gaz faz gecisi mekanizmasi, dolayisiyla, su sekildedir. Denklem
(V.63)’teki toplamda, sivi ve gaz yogunluklarindaki iki buyuk terim agirhkhdir. Belirli

bir kimyasal potansiyelde stabil faz bu iki terimden buydk olaniyla belirlenir. Faz
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gegisi, sicaklik degisimi Uzerine baskin terimin degismesiyle ortaya c¢ikar.
Matematiksel olarak,

BV P eger T' > T*

F Aty gaz?
nQ = lim In [w-"ﬁ' Fow 4 oV e ] = . (V.69)
Voo -ﬂ-’r-PsM . eger- _f < .f *
Bu nedenle yogunluktaki tekilligin kaynagi V — co termodinamik limitine baglanabilir.

Sonlu sistemlerde faz gegisi yoktur!
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