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V.B Obek Acilimi
Kisa menzilli etkilesmeler icin, 6zellikle sert gekirdek varsa, agilim parametresi
V(@)Y f(@) = exp (—BV(q)) — 1 ile degistirmek ¢ok daha iyidir; bu ifade bir kiimilant

grafigindeki iki nokta arasindaki tim olasi bag sayilari Gzerinden toplam alinarak elde

edilir. Sonugta olusan seri, N/V yodunlugunun kuvvetleri seklinde diizenlenir ve ideal
gaz durum denkleminden sapmalari bir kuvvet serisi olarak ifade eden virial agilimini

elde etmek icin en uygun gosterimdir:

L X4 Bun)Z 4 By(D) (l) L.

T 7 1_ (V.14)

Sicakhk bagimh B;(T) parametreleri virial katsayilari olarak bilinirler ve pargaciklar
arasi etkilesmelerden kaynaklanirlar. ilk amacimiz bu katsayilari temel ilkelerden yola
cikarak hesaplamaktir.

Acilimin farkh bir yontemini gostermek icin hesaplamalari buyuk kanonik
toplulukta yapacagiz. Bir M = (T, u,V) makro-durumu ile, bayuk dlesim fonksiyonu

soyle verilir,

) oo . Bz N
AT, V) =S N Z(NT,V) = ¥ L ("—) S, (V.15)

N=0 N=0

burada

N
Sy = / I @@ T+ ra). (V.16)
i=1 1]

ve fij = f(d; — C?j)’dir-

Sy’deki 2NW=1/2 tane terim f;;’nin kuvvetleriyle séyle diizenlenebilir,

N
Sy = / [ (1+wa+ > fuf‘mm) (V.17)
i=1 1]

1< j. k<l

Perturbatif serinin dizenlenmesi igin etkin bir yontem, cesitli katkilari diyagramlarla
temsil etmektir. Ozellikle su kurallari uygulayacagz:
(@) g,den gy'ye kadar koordinatlari temsil etmek U{zere, i=1,-,N ile

numaralandiriimis N tane nokta gizin,

) . N
(b) Denklem (V.17)'deki her bir terim, bir f;; carpimina karsilik gelir, ve her bir f;; igin

i ve j'yi birlestiren gizgilerle temsil edilir. Ornegin, asagidaki gizim,
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12 3 4 5 6

su integrali temsil eder,

(/”ﬂfﬁ> (/ (f3g‘2{;3g‘3f23> (/ffgfﬁffg"]fsffgffefﬁs,fsa) (/ ffg"l\-’) :

Yukaridaki 6rnegin isaret ettigi gibi, her bir grafigin degeri, baglantili
Obeklerinden gelen katkilarin ¢garpimidir. Bu dbekler daha temel oldugundan toplami
onlar cinsinden yeniden duzenleriz; bunun igin, (tek parcacikla indirgenebilir olsun
veya olmasin) tim ¢ pargacikli baglantili 6bekler (izerinden toplama esit olan bir b,

niceligini tanimlariz. Ornegin,
bhy= e = / =V, (V.18)
ve
by =e—9= /ffg"flffgffz,f[fﬁ — 2). (V.19)
b;’e katki yapan dort diyagram vardir, ve sunu verir

b3 = /ffgfflffgffszgffa G -2 (-3 + (@ —3)f(B—0)+ f(B—0)f (@ — 3@)

+ (@ — @) (@~ @) (@ — @)
(V.20)

Verili bir N-pargacikh grafik, n; 1li-Obek, n, 2li-6bek, ---, n, £ li-dbek, vb. olarak
ayrigtirilabilir. Boylece,
Sy = z thfn’ljj{nf};l_ (V.21)
{ne}' ¢
burada kisitli toplam, N noktanin, Y,n, = N olacak sekilde, bir 6bekler kiimesi {n,}'e
tim farkli bélimlenmeleri Uzerindendir. W ({n;}) katsayilari, n, ¢ li-6bege N tane
parcacik numarasinin atama yollarinin sayisidir. Ornegin, 3 pargacigin bir 1li-6bek ve
bir 2li-6bege bolumlenme yollari sunlardir

1 2 3 2 1 3 'Y 3 2 3

Yukaridaki tum grafiklerde n, =1 ve n, =1, ve S;’e b;b, ¢arpani katkisi yapar,
dolayisiyla W(1,1) = 3.
Genel olarak, W({n;}), 1’den N’ye kadar numaralarin, n, ¢ li-Obek kutusuna

gruplamanin farkh yollarinin sayisidir. Permutasyonlarin toplam sayisi N''i birbirine
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denk atamalarin sayisina bélerek elde edilebilir. Her bir £n, parcacikli kutunun iginde,
denk atamalar soyle elde edilir: (i) herbir altgruptaki £ numaray! £! yolla dizerek
toplam (I!1)™ permutasyon, ve (ii) n, tane altgrubun n,! dizilimi vardir. Boylece,
N!
[T, e ()
(Yukarida elde edildigi gibi, W (1,1) = 3!/(1!)(2!) = 3 oldugunu kontrol edebiliriz.)
W’nun yukaridaki deg@erini kullanarak, denklem (V.21)deki Sy ifadesi

W({{ne}) =

hesaplanabilir. Ancak, toplamin },/n,= N olacak konfigirasyonlarla kisittanmis
olmasi hesabi karmasiklastirir. Neyse ki, denklem (V.16)daki buylk dlesim
fonksiyonu ifadesinde bu kisit kalkar.

oo ;'_!’,u

1 ne 7
Z\_(F) anrruﬂm Ehf' (v

ikinci toplamdaki kisit, su esitlik dikkate alinirsa kalkar: 2N=0 2in} Ony eny = Xing -

—
]
(X

Dolayisiyla,

e den'f pre 1 Buly,, e
) € D € ¢
o~ X (%)Mt - SIA ()
£ ng

{re} ¢
I s Al [/ﬂ\eb_,ﬂ N —{{exp |-/(;..31u\£ %-l (V.24)
S (GO T (GO

Yukaridaki sonucun basit bir geometrik yorumu vardir; baglantili olsun ya da olmasin
tum grafikler Uzerinden toplam, baglantili grafikler Gzerinden toplamin Ustel
fonksiyonuna egittir. Bu, kisim 1l.B’de tartigilan, momentler ve kimulantlar arasindaki
grafiksel baglantiyla da iligkili olan, olduk¢a genel bir sonugtur.

Blyuk potansiyel artik suradan elde edilir,

7 0 Bu £
Q-5 - 2Ly (22) ke (V.25)
K =\ A” )

=

—

Denklem (V.25)te, G = E—TS — uN = —PV ifadesini bulmak igin kapsamsallik kosulu
kullanildi. Dolayisiyla, yukaridaki denklemin sag tarafindaki terimler de V hacmi ile

orantili olmalidir. Her bir hesaplanirken, tim hacmi dolasan bir kiutle merkezi
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koordinati Uzerinden integralin olduguna dikkat edilirse, bu agikca dogrulanabilir.

Omegin, b, = [ d® G, d*qof (G — G2 ) =V [ d* G1,f (G12). Genellikle, sunu yazabiliriz

Jim by = Vg, (V.26)

ve basing suradan elde edilebilir

00 A £
P N by e
T = > ( x ) o7 (V.27)

Baglantili 6bek teoremi G < VV olmasini temin eder, ¢unku eger In Q’da herhangi bir

baglantisiz 6bek yer alsaydi, V’nin daha ylUksek bir kuvvetiyle katkida bulunurdu.

Gaz basincinin bir agilimi olan denklem (V.27), yogunluk n = N/V’nin yerine
efnun kuvvetlerini icerdiginden denklem (V.14)ten oldukga farkhidir. Bu fark,
asagidaki esitligi kullanarak yogunlugun kimyasal potansiyel cinsinden ¢oézilmesiyle

giderilir.

. s , l
dln Q - PPN Vi )
A N e e V.28
A(B) ; ( A3 ) (! ( )

Durum denklemi, asagidaki esitliklerde fiigasite terimi x = ef* /A3’i yok ederek,
ot P ot N
11227“_1)!55. ve HZZF@ (V.29)
=1 =1
ve su adimlari izleyerek bulunabilir:

(a) Asagidaki denklemde x(n)’i gozelim, (b, = [d3¢/V = 1)
xr=n—byr?— 7 =, (V.30)

Her bir mertebedeki perturbatif ¢ozum, bir dnceki mertebedeki ¢ézimuin denklem

(V.30)’da yerine konulmasiyla elde edilir,

1 =n+ On?)

29 =n —bon® + (’J(ng) (V.31)

5 b SRR 5 b3 SR
x5 =n —by(n —bon)? — ??13 +O0mY =n—bn?+ (‘25% — _—;)11.3 +O(nh).

(b) x(n)’in perturbatif ¢ozimund denklem (V.29)’a yerlestirdigimizde sunu verir,
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by o b
AP =+ —21 + Cg 34+
b b r
=n —byn? (‘2[‘2 — —}n + = 5 —“n?_ b;n 4 Un 4+ (V.32)
b:
*?1—§2nz+(b‘2— )n® 4+ O(nt).

Nihai sonug¢ denklem (V.14)’teki virial acilimi bigimindedir,

pP =n+ ZBf (T)n*
=2
Serideki ilk terim ideal gaz sonucunu verir. Sonraki iki diuzeltme sdyledir,

by 1 SV
Bo= —2 = __ [d?g' (e—fﬂ/@) _ 1) : (V.33)

D) 2

e &

ve

(o)

(V.34)

1 .
— § [BJ[(E (h)tf qlgfffl__,f di13) )+ [d Gm(fatf:mf ‘12,?((-:?10. f(?lg —(:‘13]}
1
= gfd Grod® 12 f(q12) f(G13) f(Th2 — Gaa)

Yukaridaki ornek, b;’te gorllen tek parcacikla indirgenebilir 6begin sadelegsmesini
gOsterir.

Tam obekler (indirgenebilir veya degil) b,’yi veren toplamda yer almasina ragmen,
onceki kisimda gosterildigi gibi, sadece tek pargacikla indirgenemez olanlar,
yogunlugun kuvvetleri cinsinden bir agilimda bulunabilir. £inci virial katsayisi i¢in nihai

sonug sudur,

(£-1)

By(T) = ————1p. (V.35)

burada d,, £ noktanin tim tek parcacikla indirgenemez 6bekleri Gzerinden toplam
olarak tanimlandi. Dikkat edilirse, d; cinsinden Ullesim fonksiyonu su bigimde
dizenlenebilir,

InZ=mZ,+V Z —df (V.36)

=2 £
ve yukaridaki virial agihmini, P = 0 In Z/0V’den baglayarak turetir.
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