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V. Etkilesen Parcaciklar
V.A Kumulant Acilimi

Onceki kisimda calisilan érnekler etkilesmeyen parcaciklari kapsamaktadir.

Bu problemleri kesin ¢ozulebilir kilan etkilesmelerin olmamasidir. Ancak, etkilesmeler
dogada gozlenen ilging malzeme ve fazlarin zenginliginden sorumludur. Dolayisiyla
parcaciklar arasindaki etkilesmelerin rolinu ve onlarin istatistiksel mekanikte nasil

ele alinacagini anlamak istiyoruz. Asagldaki gibi genel bir Hamiltonyen igin,

,}_{.;\-' = % + (/{l 1, (1.\.' I (\’]—)

i=1

Ulesim fonksiyonu sdyle yazilabilir,

3 p?ff qi ) N
Z(T.V, =5 /H( ) X l— iz ] exp [—BU(qr. -+, qn)] (V.2)

=Zo(T,V,N) {exp [ BU(G1, - - . {}:.\r)]:}o .

burada Z, (T, V, N)= (V/A>N/N! ideal gazin Ulesim fonksiyonudur (denklem
(IV.73)), ve (0)° etkilesmeyen sistemin olasilik dagilimiyla hesaplanmis, O’nun
beklenen degerini belirtir. Rassal degisken U nun kimdulantlari cinsinden denklem

(V.2) soyle yeniden duzenlenebilir.

f:"g <M‘>S | (V.3)

Kamdulantlar, momentlerle kisim [I.B’deki bagintilarla iligkilidir. U sadece, V hacimli

InZ =lnzg+ Z \=
=1

kutunun icinde tekdiize ve bagimsizca dagiimis olan {G;}’e bagimh oldugundan, bu

momentler soyle verilir,

<u‘-’>“: / (H ff?m)uuﬂ Ln)" (V.4)

i=1

Cesitli beklenen degerler de perturbatif olarak suradan hesaplanabilir,

(O) Z ~ /H (d pid’ {ﬁ) Xp l— )’z ] exp [—U(q. -+, qn)] x O

{ ’f) £, ¢ — Y
:I\(. e | )'U]‘; =1 111 (exp [—ikO — | JM]
(exp [—U]) );1

(V.5)

k=0

Son beklenen deger ifadesi, rassal degiskenler O ve U’'nun birlesik kimulantlarini

sOyle turetir,
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In (exp [ikO — AU])° = i # ( _#'f:'f <c>f’uf >U . (V.6)
) ! ! :
ve sonugcta,
(0) = i (_#’f)g <OU‘-’>S , (V.7)
£=0 ’ '

Etkilesmeleri ele almak igin en basit sistem yine seyreltik gazdir. Bolum IlI'de

tartisildigi gibi, zayif¢a etkilesen gazda su bigcime yogunlasabiliriz,

UG, dn) = z V(G — q;) (V.8)

<]
burada V(qG; — q;) pargaciklar arasinda ikili etkilesmedir. Denklem (V.3)teki ilk

dizeltme sdyledir,

3
u)° Z/‘ @ ‘”1/ — )

r<d (V.9)
:J%TTU/{FS{IV(@],

Nihai sonug, g; ve G;’'nin bagdil ve kitle merkezi koordinatlari lzerinden integralleri
ayri ayri alarak elde edilir. (N(N — 1)/2 tane ciftin her biri ayni katkiy yapar.)
ikinci derece diizeltme, su sekilde gruplanabilen [N(N — 1)/2]? tane terimin

toplamidir:

2\0

.= > [‘iV'if]}:—ij)VlifIk—fﬁ)}o—{V(G&—fﬁﬁlﬁﬁﬂ ':Iﬁb’(rﬁc—f]iﬁilfiilo}- (V.10)

i<i, k<l
(i) Dort altsimge {i, j, k, [}'nin farkli oldugu terimlerden hi¢ katki yoktur. Cunkdu, farkh
{G;}Yler bagimsizca dagimistir ve (V(q; — §;)V(Gx — G1))° ile V(i — 4,;))°(V(Gx —
d))° esittir.
(ii) ki cift arasinda bir ortak altsimge vardir, érnegin {(i,j), (i,1)}. Koordinatlari
Gij = 4: — 4; ve 4y = q; — G,'ya degistirerek, yine (V(q; — G,)V(q; — G))° ile (V(g; —
q7)0(V(gi—g/))0 esit bulunur. Bu terimlerin sifira gitmesi, bir dig potansiyel
olmadiginda problemin ételeme simetrisinin bir sonucudur.

(iii) Geriye kalan N(N — 1)/2 terimde ciftler 6zdestir, ve sonug olarak,

o N(N —-1) ks 2
.<_Ud}2:—\(\2 D, l/ (i ql/(r ) —( {Iqlﬂq)) ] : (V.11)
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Yukaridaki denklemde ikinci terim d3/V kat daha kiigUktir, burada d, potansiyel V’nin
bir tipik menzilidir. Mesafeyle azalan her makul potansiyel igin bu terim termodinamik
limitte sifira gider.

Benzer gruplamalar bu kiimulant agiliminda daha yuksek dereceli terimlerde
de ortaya cikar. Acilimdaki terimleri su sekilde diyagramatik olarak gozde
canlandirmak yararhdir:

(a) Derecesi £ olan bir terim igin, V;; = V(q; — q;) etkilesmesini temsil eden baglarla
birlestirilmis (g; ve ¢;’yi temsil eden) £ tane nokta ifti ¢izin. Bu grafige bir genel
garpan 1/¢! eslik eder.

(b) Ayni altsimge i'nin birden c¢ok segcilimiyle, iki veya daha ¢ok bag, birbiriyle
baglantih noktalar diyagrami olusturmak Uzere birlestirilebilir. Grafigin degisik
noktalarini 1’den N’ye kadar numaralandirmanin yollarinin sayisiyla baglantili bir
Sy garpani vardir. N, N — 1, vb. arasindaki farkhliklari gézardi edersek, ng noktal
bir diyagram N™s ile orantili bir katki yapar. Tipik olarak, birbirine denk atamalarin
sayisini hesaba katan, bir simetri ¢arpani ile bélme de vardir. Ornegin, denklem
(V.9) ve (V.ll)de hesaplanan, bir nokta ciftini iceren diyagramlar, 1/2’ye esit bir
simetri carpanina sahiptir.

(c) Bu sayisal gcarpanlarin disinda, bir diyagramin katkisi, g;’larin tim ng koordinatlari
Uzerinden, ilgili V;; carpimlarinin bir R, integralidir. EGer grafiklerde n. tane
badlantisiz 6bek varsa, dbeklerin kitle merkezi koordinatlari tGzerinden integral
almak bir V™ carpani getirir. Neyse ki, kimulantlari hesaplarken ¢ok sayida
sadelesme olur. Ozellikle:

« {U'}° momentini hesaplarken bir baglantisiz diyagramin katkisi basitge ayrik

Obeklerinin garpimidir. Bu dbeklerin koordinatlari bagimsiz rassal degiskenlerdir ve

birlesik kimulant {U'}? 'ya katki yapmazlar. Bu sonu¢ ayni zamanda In Z’nin

kapsamsalligini da garanti eder, ¢unku diger baglantih diyagramlar katle merkezi
integrallerinden bir V carpani getirirler. (Baglantisiz beklerin daha fazla V ¢arpanlari
vardir ve kapsamsal degildirler.)

 Ayrica, tek pargacikla indirgenebilir dbekler vardir; bunlar tamamen baglantilidirlar,

ama tek bir koordinat noktasi ¢ikarildiginda ayrik parcalara donusurler. Diger tum

koordinatlari bu 6zel noktaya gore Olgerek gortlebilir ki, (6teleme altinda degismez
bir sistemde) bodyle bir diyagramin degeri ayrik parcalarinin ¢arpimidir. Kimulantlari

hesaplarken bu diyagramlarin sifirlandigi gosterilebilir. Dolayisiyla bu kumulant
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acihminda sadece tek parcgacikla indirgenemez 6bekler kalir. ng noktasi ve ¢ bagi
olan bir 6bek In Z'ye N(N/V)"~1(BV)¢ mertebesinde bir katki yapar.
1/N mertebesindeki terimleri ihmal ederek kimdudlant acilimi su dizeltiimis

serbest enerjiye goturar,

W

[ N352V?

Bu ifadeden devam ederek diger degismis durum fonksiyonlarini, ornegin P =

N2 3 ; ]
F(T.V.N)=Fy(T.V, _.-\")+'\ ( / BgV(T) — 5 / P77+ 0O fzv?'))
(V.12)

—0JF /0V |y, hesaplayabiliriz. Ancak BV'nin kuvvetleri cinsinden agilim kullanigh
degildir. Cogu parcacik igin, atomlar arasi potansiyel V(¥)'nin, uzun r = ||
mesafelerinde —1/r°® bigiminde azalan van der Waals etkilesmelerinden kaynaklanan
bir gekici uzantisi vardir. Kisa mesafelerde, elektron bulutlarinin értigmesi potansiyeli
siddetle itici yapar. Tipik olarak, birka¢g angstrom mesafede birka¢ yluz derece Kelvin
derinliginde bir minimum vardir. V(#)’'de kisa mesafelerdeki sonsuza gidis, onu bir
acilim parametresi olarak elverigsiz kilar. Bu problem, diyagramlarin kismen yeniden
toplanmasiyla giderilebilir. Ornegin, N?/V mertebesindeki dizeltmeyi bulmak igin,
bag sayisindan bagimsiz olarak tum iki noktali dbekler Uzerinden toplama yapmamiz

gerekir. Sonugtaki toplam oldukga basit olup, su sonuca goturur,

o0 '._-j.‘ nN(N 1) 3 — -3
WZ=WZg+y —- NV - 1) “%vl;jf;;ﬁ* e (%)

n! 2 .
n=1 3 (V.13)
—lnzy+ 28D /rf?'ff[vxp (=5V(7)) =11 +0 (]\_A) ~

2V

f(q) = exp(—BV(q)) — 1 niceligi ¢gok daha elverigli bir acilim parametresidir; kisa
mesafelerde —1’e ve uzun mesafelerde hizla sifira gider. Sonraki kisimda perturbatif

acilimi bu nicelik cinsinden tekrar hesaplayacagiz.
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