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IV.G Ornekler
Bolim (IV.C) ve (IV.D)'deki iki 6rnek simdi kanonik topluluk iginde yeniden

incelenmektedir.
1. ki seviyeli sistemler: N tane safsizlik bir makro-durum M = (T, N) ile
tanimlanmigtir. H = ¢ Y ¥, n; Hamiltonyenine tabi olan u = {n;} mikro-durumlarinin

kanonik olasiliklari su sekilde verilir

N
p{ni}) = %(\:{1) l—-i.cz H-;,i] : (IV.71)

i=1

Ulesim fonksiyonundan,

N 1 1
Z(T.N) = z exp l—:)’.cz H?'_] = (Z r-_’ﬁe”i) ( Z rl_-"jm-'\")

{ni} i=1 nq, =0 ny=0 I Iv. 72)
= (143N
serbest enerjiyi elde ederiz
F(I'N)=—kgTlnZ = —NkgT'In [1 + f;—fs"“ﬂBTJ} ‘ (IV.73)
Entropi bu durumda su sekilde verilir:
- or _ ] e/ n T I € o€/ (ksT) .
S5=—- — = NR —¢/\EB L) Nk - (IV.7
57| = Vimln |1+ l+w31 (’,“BI\Q) e (V)
icsel enerji
o Ne PR
soyle de elde edilebilir:
: N o€
E— _rJlllZ . Nee (IV 76)

J3 14 eBe
Denklem (IV.71)'deki birlesik olasilik bir ¢arpim seklinde oldugu igin, farkl
safsizliklarin uyarilmalari, su kosulsuz dagilim ile birbirinden bagimsizdir
‘,.—;ﬁ’fn

T (IV.77)

p(n) =

Bu sonug, mikrokanonik toplulukta daha ayrintil bir analiz ile elde edilmis olan

denklem (1V.25) ile aynidir. Beklendigi gibi, biylik N limitinde, mikrokanonik ve
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kanonik topluluklar, hem makroskopik, hem de mikroskopik seviyede ayni fizigi

tanimlar.

2. Ideal Gaz: Kanonik makro-durum M = (T,V, N)’de mikro-durumlar u = {p;, ¢;} icin
birlesik OYF sdyledir,

pUDG}) = = — CXD (IV.78)

B jz 2m

Denklem (1V.51)'de 6zdes parcaciklarin faz uzayindaki dizeltmeleri dahil, boyutsuz

P2 ] { 1 eger{q;} €kutu

() aksi taktirde

ulesim fonksiyonu soyle hesaplanir,

d? q?d Pi
Z(T.V,N) /\1H ex l—fzzml

VN 2mmkpT 3N/2 1 v o\Y
T\ T2 M A\XNTE)

v2mmkgl

(IV.79)

burada,

eylem h’ye ait karakteristik uzunluktur. Daha sonra gosterilecegi gibi, bu uzunluk
Olcedi, ideal gazdaki kuantum mekaniksel etkilerinin ortaya ¢ikis bdlgesini tanimlar.

Serbest enerji sdyle yazilir,

3N ommkpT
F=_—kgThZ=—-NkgThV + NkgTInN — NkgT — %&:B'I‘ln (M)

h?
- Ve 3 2amkgTl
:—_-N ;13_.{ |:lll (_\ ) —|—§lll (h—z):| .

ideal gazin cesitli termodinamik 6zellikleri, dF = —SdT — PdV + udN kullanilarak elde

(IV.81)

edilebilir. Ornegin, asagidaki entropi ifadesinden

_ Ve 3 2remkgl’ F—-FE o
= -k - _— _— —,— )
Nkp {111 ~ + 5 In ( e )} N J\Bi 21 T (IV.82)

oF

-S=—=
dl VA

icsel enerji olarak E = 3NkzT /2 bulunur. Durum denklemi goyle elde edilir

p=_2t  _Nksl — PV = NkpT, (IV.83)
V|7 N V
ve kimyasal potansiyel agagidaki sekilde verilir,
OF F . E-TS+PV - 3 s
H= 5N S + kgl N kpT In (nX?) (IV.84)

Ayrica, denklem (IV.78)'e gbre, N pargcacigin momentumlari bagimsiz Maxwell-
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Boltzmann dagilimlarindan alinmigtir, ve bu, denklem (IV.39) ile uyumludur.

IV.H Gibbs Kanonik Toplulugu

icsel enerjinin hem 1s1 hem is eklenerek degistigi, bir genellestiriimis kanonik
topluluk da tanimlayabiliriz. M = (T,]) makrodurumlari, dis sicaklik ve sistem Uzerine
etkiyen kuvvetler cinsinden belirlenir; termodinamik koordinatlari, x, ek rassal
degiskenler olarak goérunur. Sistem disaridan elemanlarla (6rnedin piston veya
miknatis) sabit kuvvet altinda tutulur. Bu kuvvetlere kargi yapilan is dahil, dis
elemanlar1 da igeren toplam sistemin enerjisi H — ] - x ’dir. Dikkat edilirse, sistem
tizerinde yapilan is +]J - x iken, x koordinatlarina sahip dis elemanlarla iliskili ener;ji
degisimi ters igaretlidir. Birlesik sistemin mikrodurumlari su (kanonik) olasiliklarla

olusur:
plus.x) =exp [=FH(us) + I - x| /Z(T,N,J) . (IV.85)
burada Gibbs llesim fonksiyonunu, tanimladik,

Z(N,T.J) = Z B3 x—FH (ps) . (IV.86)
e X
(Burada kimyasal is olmadigini belitmek igin parcacik sayisi N'yi agikga yazdik.
Kimyasal is, sonra tartisilacak Blyuk Kanonik Topluluk’ta ele alinacaktir.)

Bu toplulukta, koordinatlarin beklenen degerleri soyle elde edilir,

o, ;0InZ R
(x) = kpT—= (IV.87)

bu ifade, termodinamik esitlik x = —dG /] ile birlikte su tanimlamayi 6nerir:
G(N.T,J) = —kgl'In Z, (IV.88)

burada, G=F —-TS—x-]J Gibbs serbest enerjisidir. (Ayni sonuca, denklem
(IV.86)'daki Z ile x’e gore olasiligi maksimum yapan terimi esitleyerek de ulasilir.) Bu

toplulukta, entalpi H = E — x - ] kolayca soyle elde edilir,

dln Z
953

=(H-x-J)=H. (IV.89)

Dikkkat edilirse, sabit kuvvet altinda 1s1 sigalar (dis kuvvetlere kargi yapilan igi de
kapsayacak sekilde) entalpiden elde edilir: ¢; = dH/0T.
Asagidaki 6rnekler Gibbs kanonik toplulugunun kullanimini tasvir eder:

1. Ideal Gaz, egbasingli toplulukta M = (N, T, P) makrodurumu ile tanimlanir. Hacmi V
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olan bir mikro-durum u = {p;, q;}, su olasilikla meydana gelir.

| { N p? 1 eger {G;} €V hacimli kutu
4P, 4}, V) = = oXp -3 2—? — BPV |- . (IV.90)
i1 <" 0 aksi taktirde
Normallestirme carpani soyledir:
o d*q; u" Pi N P
AT DY —BPV i z\,
2(;\.1.1?_,'_[ dVe /\rH x l Zz_] N
1 (IV.91)
o I _apy 1 1
— “n;'];' ;\' (_,—J_:!’PI-' — — - = _.
/o NINT)PEN  (3PA(T)3)N
Gibbs serbest enerjisi soyle verilir:
, . o 5 . 3 h? P
G=—kgThZ =NkgT |InP —=In(kgT)+ —=1In . (IV.92)
2 2 2mm
dG = —SdT + VdP + pdN’den baglayarak gazin hacmi soyle bulunur,
. 0G NkgT . I .
/= = = S = NEkgT. (IV.93
! 9P, . B P Nkgl (IV.93)

Entalpi, H = (E + PV) kolayca hesaplanir,

dnZ 5
=55 =Nkl

ve buradan Cp = dH/dT = 5/2Nkg elde edilir.
2. Spin: Bir dis manyetik alan B icindeki spinler, Gibbs kanonik toplulugunun
kullanimina siklikla 6rnek olarak verilir. Manyetik alana kargi yapilan isin, icsel

Hamiltonyen H’ye eklenmesi, Gibbs Ulesim fonksiyonunu verir,
Z(N.,T,B) = tr [n_xp (_-m ey ﬂﬂ _

burada M net miknatislanmadir. tr sembolii tim spin serbestlik dereceleri Uzerinden
toplamayi belirtir, ve kuantum mekaniksel bir formulasyonda, spinler ayrik degerlere
sinirlanmigtir. En basit durum, manyetik alan boyunca iki olasi yonelimiyle, spin
1/2'dir. N tane spin iceren bir mikrodurum, Ising degiskenleri kimesi {o; = +1} ile
tanimlanir. Manyetik alan yoni dogrultusundaki miknatislanma M = u, YN, g; ile
verilir. Spinler arasinda hi¢ etkilesme olmadigini varsayarsak (H = 0), mikrodurumun

olasiligi sudur,
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. 1
p({oi}) = Z XPp

N
3B z rr.‘,-_] , (IV.94)
i=1

Acikcgasi, bu, kanonik toplulukta tartistigimiz iki seviyeli sistemler érnegiyle yakindan

iliskilidir, ve Gibbs ulesim fonksiyonunu,
Z(N.T.B) = [2cosh(BueB)Y (IV.05)
ve asagidaki Gibbs serbest enerjisini kolayca elde edebiliriz:
G = —kpTlnZ = —Nkgl'In[2cosh(BB)] . (IV.96)

Ortalama miknatislanma sdyle bulunur,
G

M==35

= Npg tanh(SpgB). (IV.97)

Denklem (1V.97)yi kuguk B icin agmak, etkilesmeyen spinlerin manyetik alinganligi
icin meshur Curie yasasini verir,

oM Nug

o OM| R
(1) = 55 = (IV.98)

0

Entalpi basitce H = (H — BM) = —BM, ve Cy = —BdM /9T dir.

IV.I Buyuk Kanonik Topluluk

Onceki kisimlarin ortaya koydugu haliyle, kanonik ve mikrokanonik topluluklar

termodinamik limitte tamamen denk olsa da, kanonik ¢ergcevede istatistiksel mekanik
hesaplari yapmak, genelde c¢ok daha kolaydir. Bazen, mekanik igse degil ama
kimyasal ige izin vermek (sabit parcacik sayisi yerine, kimyasal potansiyel ¢’yu sabit
tutarak) daha elverigli olur. Bunun sonucunda M = (T, u,x) makrodurumlari bdyik
kanonik toplulukga yonetilir. Buna karsilik gelen ug mikrodurumlari, belirsiz sayida
N(us) parcacik igerir. Kanonik topluluktaki gibi, S sistemi, T sicakliginda ve u
kimyasal potansiyelinde bir R rezervuari ile temas halinde sabit bir kimyasal
potansiyelde tutulabilir. S sisteminin mikrodurumlarinin olasilik dagilimi denklem
(IV.53)’teki gibi rezervuarin tum durumlari Gzerinden toplam alinarak elde edilebilir, ve

soyle verilir
pps) = exp [BuN (pus) — FH(ps)] / Q. (IV.99)

Normallestirme garpani blylik dlesim fonksiyonudur,
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QI x) = Y PN ws)=0Hns) (IV.100)

Hs
Yukaridaki toplami, ayni pargacik sayisina sahip tUm mikrodurumlari biraraya

toplayarak yeniden duzenleyebiliriz, yani
O(T, 11, x) Z SN N7 = () (IV.101)
(ps|N)
Denklem (IV.101)'deki kisith toplamlar, N pargacik igin tlesim fonksiyonlaridir. Q’deki
her bir terim N pargacikli mikrodurumlarin toplam agirhidi oldugundan, sistemde N

pargacik bulunmasinin kosulsuz olasiligi sudur,

PN Z(T N, x)
T .'I I/ — / _)
p(N) o (IV.102)

Sistemdeki pargaciklarin ortalama sayisi,

_ | 15) .
(NY = — O = In Q. IV.103
(N) Bl Q 900 nQ ( )

olup, parcacik sayisindaki dalgalanmalar varyansla iligkilidir,

. . S, 1 0 B 2 bE d(N)
NY\e = (N?) = (N2 = =————1nQ - | ——In¢ = ———Inc —L
Ve LAY QI(fBn)? ne d(Bu) nQ A(Bp)? nQ= ( Gy

(IV.104)

Dolayisiyla, varyans N ile orantilidir, ve termodinamik limitte, bagil sayi

dalgalanmalarinin sifira gitmesi, bu toplulugun 6éncekilerle denkligini ortaya koyar.
N'deki dagilimin keskin olusundan, denklem (IV.101)'deki toplam, N = N* =

(N) 'deki en buyuk terimiyle yaklasik olarak temsil edilebilir, yani

QT p.x) = lim » " eMNZ(T.N.x) = N Z(I,N*. x) = PN =5F V105,
N—o0 N—o AV D

= ¢~ B-uN"+E-TS) _ ,—BG
burada
G(T,p.x) = E =TS —puN = —kpT'In Q, (IV.106)

blyik potansiyeldir. Termodinamik bilgi, dG = —SdT — Ndu + ] - dx kullanilarak goyle

elde edilir,

9 g 9G -
_s= % N=_Z = - (IV.107)
oy, « Ot | dx; Tﬂ

Son bir 6rnek olarak, etkilesmeyen parcaciklarin ideal gazinin 6zelliklerini,
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blyUk kanonik toplulukta hesaplayalim. Makrodurum M = (T, u,V)’dir ve buna ait
{P1, 41, P2, G2, -+ } mikrodurumlarinda belirsiz sayida pargacik vardir. Blylk Ulesim

fonksiyonu soyle verilir,

=] N ‘
v 1 d*q,d*p; p?
’ ™o __‘Igj 1N _ (2 1 . _r Ex
AL V) = ; < N! / (H h? P fz 2m
N=0 =1 i
o 3N 7 N o
= Z : — (1_3) (with A\ = —— f — ) (IV.108)
= N A v2mmkgl
= exp {(:-‘3“'%}
ve buyuk potansiyel sudur,
J— - J— RN I’ . -
G(T.pn.V)=—kgTIh Q= —kpl (:Jfﬂﬁ , (IV.109)

Ama, G=F —TS—uN = —PV oldugundan, gazin basinci dogrudan sdyle elde

edilebilir
P= _12 — - % s ABr‘f: (IV.110)
Parcacik sayisi ve kimyasal potansiyel soyle iligkilidir
= Gl ™ - (IV.111)

Durum denklemi, (IV.110) ve (IV.IIl) denklemleri karsilagtirilarak P = kgTN/V

biciminde elde edilir. Son olarak, kimyasal potansiyel soyle verilir,

AT 3
i=kplIn ()\3%) =kpTIn (f)}) . (IV.112)
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