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IV.D ideal Gaz
Bolum IPde tartisildigi gibi, N pargacikli bir gazin mikro-durumlari, 6N boyutlu

faz uzayinda u = {p;, q;} noktalarina karsilik gelir. Etkilesmelerin potansiyel enerijisini

gOzardi edersek, pargaciklarin tabi olduklari Hamiltonyen soyledir,
N r=2
H = {"— + {.-*(g;j;i _ (IV.26)

burada U(q), V hacimli bir kutuya ait potansiyel enerjidir. Bir mikrokanonik topluluk,
enerji, hacim ve pargacik sayisiyla tanimlanir, M = (E,V,N). Bir mikro-durumun
birlesik OYF soyledir

(IV.27)

- 1 1 eger G; S kutu, ve >, pi’/2m=FE (£Ag)
P =aEv.N)

0 aksi taktirde
izin verilen mikro-durumlarda parcaciklarin koordinatlari kutunun iginde olmalidir,

momentumlari ise YN ,p? =2mE ile tanimlanan (hiper-)kirenin ylizeyindedir.

Dolayisiyla izin verilen faz wuzayi, koordinatlardan gelen VY katkisiyla,
momentumlardan gelen 3N-boyutlu +2mE yarigapli kirenin yiizey alaninin
carpimidir. (Eger mikro-durum enerjilerinin E +A; enerji araliginda olmasi kabul
edilirse, momentum uzayinda alinmasi gereken hacim, Az= WAE. kalinliginda
bir (hiper-)klre kabugunun hacmidir.) d-boyutlu bir kiirenin alani, S; genellestiriimis
kati agi olmak lzere, A, = S;R%™! 'dir.

d-boyutlu kati agiy1 hesaplamanin kolay bir yolu, d tane Gaussiyen integralinin

[a"9] . d- )
Ig = (/ (f;?'r-'_mu) = 7%/2, (TV.28)

I;'yi ayni zamanda d-boyutlu uzayin timu Gzerinden alinan bir integral olarak

carpimina bakmaktir,

gorebiliriz, yani

d
I; = /Hff;;‘.é_ exp (—.‘J'?) . (IV.29)
i=1

integrandin  kiiresel simetrisi oldugundan, R? =Y,;x? ile koordinat dénisimii
yapabiliriz. Bu koordinatlarda hacim elemaninin  dV,; = S;R*"*dR oldugunu

hatirlarsak,
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oo - d—1 RZ J_qd oo d/2—1 aSrd . -
I; = / AdRSyR ™ e ™ = - dyy®'="e7Y = - (d/2 —1)!, (IV.30)
0 < Jo 2

burada, ilk olarak y = R? degisken donusimini yapip, sonra n! igin integral

gOsterimini kullandik. (1V.28) ve (IV.30)'daki ifadelerini esitleyerek kati agi i¢in sonug

bulunur,
o-d/2
Sy=—--—. V.31
1T 2=y (V.31)
Mevcut faz uzayinin hacmi, dolayisiyla, soyledir,
O(E. V,N)y=VV LW (2mE)BND2AR. (IV.32)
- (3N/2—1)! '

Entropi yukaridaki ifadenin logaritmasindan bulunur. Stirling formulana kullanarak ve

bayuk N limitinde 1 ve In E ~ In N derecesindeki terimleri ihmal ederek entropi soyle

yazilr:
} o . 3N _ 3N . 3N 3N
S(E,V.,N)=kp {\ InV + - In(2rmkE) — 5 In - + - B
—Nkgln |V AremE\>"? (IV.33)
BTN\ TN '
ideal gazin 6zellikleri TdS = dE + PdV — udN ifadesindan cikarilabilir,
1 a8 3Nkp .
T-3E|,, 3 F (IV-34)

icsel enerji, E = 3NkyT /2, sadece T’nin bir fonksiyonudur, ve isi sigasi, C, = 3Nkg/

2, sabittir. Durum denklemi soyle elde edilir;

P 0S

T~ v = —, — PV =NkgT. (IV.35)

N.E
Gaz iginde momentumu p olan bir pargcacik bulmanin kosulsuz olasihgi,
denklem (IV.27)deki birlesik OYF’'den, diger tum degiskenler Uzerinden integral

alinarak hesaplanabilir,

N
p(F) = / &3 [ Eadmp((a. )

i=2 (IV.36)
VQE-p?/2m, V. N 1)
N Q(E.V.N) '

Son ifade, bir pargacigin kinetik enerjisi belirlendiginde, geriye kalan enerjinin diger

N — 1 arasinda paylasildigini belirtir. Denklem (1V.32)’yi kullanarak,
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) VNp3IN=D/2(0mE — i, 2)BN-4)/2 (3N/2 —1)!
np = . = — T T T
P\ BN-1/2-1)! VN3N/2(2m E)GN-1)/2

(IV.37)

o, m* | (3N/2—1)!
N 2mFE (2rmE)3/2 (3(N —1)/2-1)!

Stirling formalinden, (3N/2 — 1)!'in (3(N —1)/2 — 1)’e orani yaklasik (3N/2)3/?'dr,

ve buyuk E limitinde,
. 3N\ 2 3N 2 R
Pp) = ( fTHEE) P (_T QmE) ‘ (1V.38)

Bu uygun sekilde normallestiriimis Maxwell-Boltzmann dagilimidir, E = 3NkgT/2

yerine koyularak daha bilindik bigimde yazilabilir,

1 7, 2
1[)(1’7]_ .:l = a s CXpP | — PL — | . |:I\vo_)>‘:))
T (2mmkgT)3/2 2mkgl '

IV.E Karisma Entropisi ve Gibbs Paradoksu

Denklem (IV.33)'deki ideal gaz entropi ifadesinin énemli bir kusuru vardir;
kapsamsal degildir. (E,V,N) = (AE,AV,AN) donusimu altinda entropi A(S + Nkg In 1)
biciminde degisir. Fazla terim, koordinatlarin faz uzayina V¥ katkisindan gelir. Bu
zorluk, iki gazin karisma entropisi ile yakindan iligkilidir. Ayni T sicakhginda,
baslangigta V; ve V, hacimlerini kaplayan iki ayri gaz dusunelim. Aralarindaki bélme
kaldirildiginda, gazlar genlesip V =V, + V, ortak hacmini doldurur. Gazlarin karisma
sureci acikga tersinmezdir, ve simdi hesaplayacagimiz gibi entropide bir artisa

yolagar. Denklem (1V.33) geregince baslangic entropisi,

S; =51+ Sy =Nikg(InVy +01) + Nokg(InVy + 05), (IV.40)
burada,
dremy B, \>'? .
0, = In ( 3 NQ) . (IV.41)

entropiye a gazinin momentum katkisidir. Bir tekduze gaz i¢in E,/N, = 3kgT/2

oldugundan,
o, (1) = %ln (2mema kgl . (IV.42)

Gazin sicakhdi karismayla degismez, ¢unku
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3, Ei + E» Eq Eo 3. ., e
kgl = ———=—=— = =kpl. (IV.43
2 BTN TN, N, N, 2B (V.43)

Karismis gazin son entropisi sudur,

Sy = NikpIn(Vy + Vo) 4+ Nokp In(Vy + V5) 4+ kg (Nyoq + Naos). (IV.44)
Sadece sicakliga bagli olan momentumlardan gelen katkida bir degisiklik olmaz.
Karigma entropisi,

. L Voo v NV Ny VBl
ASyix = S; — S; = Nikgln — + Nokpln — = —Nkp | —=In — + = In—=| . (IV.45)
i T N V' NV

sadece koordinatlarin katkisindan gelir. Yukaridaki ifade kolayca ¢ok sayida bilesenin

karisimi igin genellenebilir: ASyx = —Nkp ). (No/N)In(V, /V).

Gibbs Paradoksu, baglangigta bolmenin iki yanindaki gazlar 6zdes ve ayni
yogunlukta, n = N; /V; = N, /V,, ise ne olacagi sorusuyla iligkilidir. Bolmeyi ¢ikarmak
veya takmak sistemin durumunu degistirmediginden karisim entropisi olmamasi
gerekir, ancak denklem (IV.45) bdyle bir entropi dedisimi 6ngorur. Paradoksun
¢OzUmu icin, bolmeyi cikarip tekrar taktigimizda sistem gergektende ilk durumuna
donse de, iki bolmeyi dolduran asil pargaciklar ayni degildir. Ama varsayim gereqgi
parcaciklar 6zdes olduklarindan ilk ve son durumlar ayirt edilemezler. Baska deyisle,

farkli pargaciklarin yer degistirmesi su iki duruma yol agarkan,

||-:j:- vo o|-
A | B A | B’

6zdes parcaciklarin benzer degisiminin, asagida oldugu gibi, etkisi yoktur

o | o o | o

A | B A | B
Bu yuzden, N tane 6zdes parcacigin faz uzayini, olasi permutasyonlarin sayisi
oraninda fazla saydik. Ayirt edilemez mikro-durumlara yol acan (IV.32) tane

permutasyon oldugundan, denklem sdyle duzeltiimelidir,

o By =Y 2o gy, (IV.46)
R TONTBN/2— 1) " e
bdylece, entropinin yeni hali soyle olur,
S=kpQ=~kg[NInV —NInN + Nlne] + Nkpo = Nkp {111 % -+ rr} . (IV.47)

P

Logaritmanin degiskeni V'den V/N’ye degistiginden, son ifade artik kapsamsaldir.
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Karisma entropileri, denklem (IV.47) kullanilarak yeniden hesaplanabilir. Farkh

gazlarin karigimi igin,

- _ . _ ];- ~ 1;' ~ 'l;' ) ];—
ASyix = S;— S; = Nykgln T Nokpln E Nikgln \—1 — Nokgln \—i

vV N V N, .
= Ni;kpIn ( \1 7 ) + NokpIn (\z : U) (IV.48)

. Ny, W Ny V5
—_'\’IB |:TIHI_+TIHI_:| ,

tipki daha dnce denklem (1V.45)'te elde edildigi gibi. iki 6zdes gazin, N, /V; = N, /V, =
(N; + Ny)/(V; + V,) kosuluyla “karisimi” igin

Vi 4+ V5 Vi Vs o
A2 N kgl — Nokpli—= = 0. (IV.49
N+ N, BN BN \ )

ASmix = S5 — 5 = (N1 + Na)kpln
Dikkat edilirse, 6zdes pargaciklarin permutasyonu hesaba katildiginda, son durumda
mevcut hacim, farkh pargaciklar igin VN1*N2 /N IN,!, ve Ozdes pargaciklar igin
VNitN2 /(N, + N,)Udir.

e Mikrokanonik entropi Uzerine ek yorumlar:

1. Bir kati matris icinde iki seviyeli safsizliklar orneginde (kisim IV.C), fazladan M
carpanina gerek yoktur ¢linkd kusurlar konumlariyla ayirt edilebilirler.

2. Denklem (1V.47)'deki ideal gaz entropisinin duzeltiimis formalti, denklem (IV.34) ve
(IV.35)’teki enerji ve basing hesaplarini etkilemez. Kimyasal potansiyeli yogun olarak
elde etmek icin ise gereklidir,

po__ 95 _ 5 _|_5;1_ —inln V [ 4mmE\*?
T P A

(IV.50)

3. Ozdes parcaciklarin yukaridaki sekilde ele alinmasi biraz yapaydir. Clinkii 6zdes
parcacik kavrami klasik mekanik ¢ercevesine kolayca oturmaz. Hamilton hareket
denklemlerini bilgisayarda uygulamak igin, N tane pargacigin koordinatlarinin kaydi
tutulmaldir. Bilgisayarda yer degistiren pargaciklari ayirt etmenin zorlugu yoktur.
Bunlarin faz uzaylarinin ayirt edilemezIigi, bir anlamda klasik istatistiksel mekanigin
bir ek postulatidir. Bu problem kuantum istatistiksel mekanigi ¢ercevesinde zarif bir
sekilde halledilir. Ozdes parcaciklarin kuantum mekanigindeki tanimi, dalga
fonksiyonunun uygun bigimde simetrik hale getiriimesini gerektirir. Buna iliskin
kuantum mikro-durumlari, daha sonra gorecegimiz gibi M c¢arpanini dogal olarak
igerir.

4. Yine kuantum istatistiksel mekaniginde giderilen (1V.47)'deki ifadenin bir baska
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sorunu ise g ve p’nin 6l¢u birimlerinin degisiminde karsimiza g¢ikan keyfi sabittir. Faz
uzayinin hacmi, koordinat ve eslenik momentumlarin ¢arpimi pq’lar igerir, ve
dolayisiyla (eylem)" boyutundadir. Kuantum mekanigi, eylemin dogru o&lgisini
Planck sabiti h ile saglar. Bu kuantum sonuglarinin beklentisiyle, bundan sonra 6zdes

parcaciklarin faz uzayinin dl¢isunu soyle yazacagiz
N

1 L .
{”_—A-‘\.' = W H{Fgfﬁffgp.é_ . |I\ |')l)
T

i=1
IV.F Kanonik Topluluk

Mikrokanonik toplulukta, buyuk makroskopik bir sistemin enerjisi E kesin

olarak belirlenmistir ve sistemin denge sicakligi T, bunun bir sonucu olarak turetilir
(denklem (IV.7)). Oysa termodinamik bakis agisindan, E ve T her ikisi de durum
fonksiyonudur ve ayni 6nemdedir. Sistemin sicakliginin belirlendigi ve igsel
enerjisinin oradan turetildigi bir istatistiksel mekanik formulasyonu olusturmak
mumkundur. Bu, makro durumlarin M = (T,x) ile belirtildigi, sistem Uzerinde
disaridan is yapiimasina degil ama siteme isi girigine izin verilen, kanonik topluluk
formuUlasyonu ile yapilir. S sistemi bir R rezervuari ile temas halinde, sabit sicaklikta
tutulur. Rezervuar, S ile etkilesmesi, sicakhgini degistirmeyecek kadar buyulk, bir
baska makroskopik sistemdir. S'nin gesitli mikro-durumlarinin olasiliklari pr ., (1)'yi
bulmak icin, birlesik sistem R @ S'nin, enerjisi Epy > Eg olan bir mikrokanonik
topluluga ait oldugu hatirlanmalidir. Denklem (IV.3)'te oldugu gibi, mikro-durumlarin

(us ® ug) birlesik olasihgr soyledir:

. . 1 1 eger Hs(ps) + Hr(ir) = ETot _
plus @ pR) = G—m—" (IV.52)
seR(ETot) | () aksi taktirde
S’nin mikro-durumlarinin kosulsuz olasiligi soyle elde edilir:
p(ps) =3 plis @ pr). (IV.53)

{f—!'}—\'}
us belirlendiginde, yukaridaki toplam, Eq.. —Hs(us) enerjili rezervuarin  mikro-
durumlar ile kisithdir. Bu durumlarin sayisi rezervuarin entropisi ile iligkilidir, ve

boylece,

. . Y _E ot — H: S 1 o
plus) = R (ot H(_‘JHS)) X exp |—OSr(Erot — Hs(its)) | - (IV.54)
S‘!S%R(ETO’E-.J ’I‘B

Varsayim geregi sistemin enerjisi rezervuarinkine gore 6nemsiz oldugundan,
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. . .S .  Hs(us) .
Sr (Etor — Hs(1s)) ~ Sr(Etot) — Hs(j1s) —oe = Sr(Etot) — (’( ik (IV.55)
JFER 1
Altsimge S’yi yazmadan, normallestiriimig olasiliklar soyle verilir,
e—FH(w) .
Asagidaki normallestirme,
Z(I.x) =Y e M, (IV.57)
{n}

tilesim fonksiyonu olarak bilinir, ve g = 1/kgzT. (Dikkat edilirse, denklem (IV.56)'ya
benzer olasiliklar denklem (1V.25) ve (IV.39)'da da sistemin bir kismi geri kalaniyla
dengede ele alindiginda elde edilmisti.)

Sistem S’nin i¢sel enerjisi E iyi tanimli midir? Mikrokanonik toplulugun aksine,
bir rezervuarla 1s1 aligverigi yapan bir sistemin enerjisi rassal bir degiskendir. Enerjinin

olasilik dagilimi p(€) , p(u)’'daki u degiskeninden H (u)’ye gegilerek soyle bulunur:
- —BE
p(€) = ;;) (p)o (H(p) =€) = : 7 § O (H(p) =€) . (IV.58)
H I

Kisith toplam, uygun enerjideki mikro-durumlarin sayisi Q(€) oldugundan,

p(€) =

Q&) —BE S(E) - e
)™ _ 1 {5( ) ¢ } ! { F'\.c‘)}_ (IV 59)

Z Z° “hpT
burada, Helmholtz serbest enerjisi ile iligkisini ongorerek, F =& —TS(E) olarak
yazdik. p(€) olasihgi, F(E)'nin de minimum oldugu, bir en olasi enerji E* noktasinda
keskin bir tepe yapar. Kisim (ll.F)'deki Ustellerin toplami igin verilen sonuglari
kullanarak,
7 — o—BH ) _ Z —BE(E) o —BF(E") ' (IV.60)
{n} E

Denklem (IV.59)'daki dagilimdan hesaplanan ortalama enerji soyledir,

o N e=FH ) 1 0 _gH dlnZ P
(H) =Y Hp)——— ==z = —— (IV.61)

H I

Benzer bir ifade, termodinamikte, enerji i¢cin karsimiza ¢gikmigti (denklem (1.37)),

3 oF 5 O F IEEF) .
E=Firs=F-17%| = 22 (L) _ 208 1V .62
+ aT |, o7 (1) BE, (1V.62)

Denklem (IV.60) ve (1V.61) birlikte, su tanimi yapmamizi tesvik eder,
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F(I'x)=—kgThZ(T x). (IV.63)

Ancak, dikkat edilirse, denklem (IV.60) en olasi eneriji ile ilgiliyken, denklem (IV.61)'de
ise ortalama enerji vardir. Enerjinin bu iki degeri ne kadar yakindir? Olasilik dagilimi
p(E)'nin genisligi hakkinda, (H?). varyansini hesaplayarak bir fikir edinebiliriz. Bu
hesap en kolay, Z(#)'nin H’'nin karakteristik fonksiyonuyla orantili oldugunu (ik

yerine 8 yazip) gorerek yapilabilir,

07 47 A 9 _g] S
——= =Y He M a2 =S e (IV.64)
H I
H’nin kimalantlari In Z(B) ile turetilir,
PN L, —gH 1 0Z  OlmZ R
'\._H_,'c = ? ? He = —gm = — 93 II\ b))

ve

2
Y . 5 4] . )2 O(H)
'::_’HZ.::'C. — ‘::Hd_::' - {:’H:}Z = % E dei_"‘jH - % (E Hf:_-"BH) = 0" InZ = —( \H" .
H I

(32 Jd03
(IV.66)
Daha genel olarak, H’nin ninci kimulanti soyledir,
_ O™ n Z o
(HYe = (1) — (IV.67)
(_).ji'?.
Denklem (IV.66)'dan,

w2 OH) 5 O(H) P ——

H)e = o(1/ksT) hpl a1 |, Ho)e = kpl™Cx. (1v.68)

yazilabilir, burada, 1s1 sidasini, ortalama enerji (J)'nin 1sil turevi olarak tanimladik.

Denklem (IV.68), ortalama ve en olasi enerjiyi birbiri yerine kullanmanin hakli
oldugunu gosterir, ¢lnkii p(€) dagiliminin genigligi ancak +/(H?2), « NY/? ile
orantihdir. Bagil hata ./(#2)./(#), termodinamik limitte 1/+/N gibi sifira gider.

(Aslinda denklem (IV.67) H’nin tUm kimdulantlarinin N. ile orantili oldugunu gdsterir.)

Dolayisiyla, bir kanonik toplulukta, enerjinin OYF icin su yaklasikhk kullanilabilir:

A L _gpe&) ( (& — '::.’H':')Q) 1 PR
(E) = = PV mexp [ -————= ———— (IV.69
&)= 7 PN\ TR0, ) Ik | )

Yukaridaki dagihm, kanonik toplulukta igsel enerjiyi N — < limitinde tartismasiz

kilacak kadar keskindir. Bazi surekli faz gegiglerinde oldugu gibi, I1s1 sigasi C,
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iIraksaksa eger, biraz daha dikkat etmek gerekir.
Denklem (IV.56)daki kanonik olasiliklar, ortalama enerjiyi zorlayarak elde
edilmig (kisim (lI.G)'deki gibi) nesnel tahminlerdir. Kanonik toplulugun entropisi

dogrudan denklem (IV.56)'dan da (denklem (I11.68)’i kullanarak) soyle hesaplanabilir,

S=—kg(np(p)) =-kp{((-FH-InZ)) = EJ{; (IV.70)
burada, yine denklem (IV.63)’'G kullanip In Z’den serbest enerjiye gecildi. Sonlu bir
sistemde kanonik ve mikrokanonik olasiliklar farkhidir. Ancak, N — « termodinamik
limitinde kanonik olasiliklar, ortalama eneriji etrafinda dylesine keskin tepe olusturur ki
o0zunde o enerjideki mikrokanonik ortalamalardan ayirt edilemezler. Asagidaki tablo

iki toplulukta kullanilan “recgeteleri” kargilagtirmaktadir.

Topluluk Makro-durum plp) Normallestirme
Mikrokanonik (E.x) oa(H(p) — E)/Q S(E.x) = kplnQ
Kanonik (T.x) exp (— FH(p))/Z F(T.x)=—kgTInZ

Tablo 3: Kanonik ve mikrokanonik topluluklarin karsilastiriimasi.
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