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IV. Klasik Istatistiksel Mekanik

IV.A Genel Tanimlar

- istatistiksel Mekanik, biiyiik sayida serbestlik derecesinin, dengedeki makroskopik
Ozelliklerine olasilikgi bir yaklagimdir.

Birinci bélimde tartisildigi Uzere, makroskopik cisimlerin denge dzellikleri,olgusal
olarak termodinamigin yasalariyla agiklanir. Makro-durum M, goérece az sayidaki
termodinamik koordinata baghdir. Bu 0&zelliklerin daha temelden bir tlretimini

saglamak icin, makroskopik cismi olusturan c¢ok sayidaki, N tane serbestlik
derecesinin dinamigini inceleyebiliriz. Her bir mikro-durum u,’'nun tarifi, muazzam

miktarda bilgi gerektirir, ve bunlarin (bolim II'de tartigilan) Hamilton denklemleriyle
tanimlanan zamana bagh degisimleri genellikle oldukga karmasiktir. Tekil (saf) mikro-
durumlarin evrimini takip etmek yerine, istatistiksel mekanik, verili (karismig) bir
makro-duruma karsilik gelen bir mikro-durumlar toplulugunu inceler. Dengedeki
topluluk igin gegerli olan p,/(u) olasiliklarini saglamayi amaglar. Liouville teoremi, bir
denge toplulugunda, tum erisilebilir mikro-durumlarin ayni derecede olasi olmasi
varsayimini ispat eder. Bolum llI'te tartigildigi gibi, boyle bir olasilik atamasi 6zneldir.
Bu bolimde, bazi farkli denge topluluklarinda, p{u)nun nesnel tahminlerini
saglayacagiz. Onemli bir sonug olarak, biyik N termodinamik limitinde, tim bu
topluluklar aslinda birbirine denktir. Kinetik teorinin aksine, denge istatistiksel

mekanigi, degisik sistemlerin dengeye nasil ulastigi sorusuyla ilgilenmez.

IV.B Mikrokanonik Topluluk

Termodinamikte baslangi¢c noktamiz, mekanik ve adyabatik olarak izole edilmis

bir sistemdir. Sisteme 1sI ve is girisi olmaiginda, i¢sel enerji £ ve genellestiriimis

koordinatlar X sabittir ve bir makro-durumu, M = (E,X), belirtirler. Bu duruma karsilik

gelen karismis mikro-durumlar kumesine mikrokanonik topluluk denir. Klasik

istatistiksel mekanikte bu mikro-durumlar faz uzayinda noktalarla tanimlanir, zamana
gore degisimleri, Bolim II'de tartisildigi gibi bir H(u) Hamiltonyeni tarafindan
yonetilir. Hamilton denklemleri (11.1) verili bir sistemin toplam enerjisini korudugu igin,

tim mikro-durumlar, faz uzayinda H (u)= E ylizeyiyle sinirlanmigtir. Varsayalim ki
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baska korunan nicelik olmasin, bdylece bu yuzeydeki tim noktalar karsilikli olarak
erisilebilir olsun. istatistiksel mekanigin merkezi postiilati, denge olasilik dagiliminin

soyle oldugudur,

(1) 1 1 eger H(p) = E IV
N _ (IV.1)
(Ex) QUE.X) |y aksi taktirde

Bu postulatla ilgili bazi yorum ve agiklamalar yerinde olur:
(1) Boltzmann’in dengede esit olasiliklar varsayimi, yukaridaki potllata isaret eder.
Postllat, aslinda, sabit enerji kisitina tabi faz uzayinda, nesnel olasilik

tahminidir. Bu olasilik atamasi, Liouville teoremiyle uyumludur, ama teoremce
gerektiriimez. Mikro-durumlar ¢’'yu tanimlayan faz uzayi, kanonik olarak eglenik
ciftlerden olugsmaldir. Bir kanonik degisken donlisiminde, u —u', faz
uzayindaki hacimler degismez. Bu donusimlerde Jacobiyen birdir ve
donustirilen olasihk, p(u") = p(u)|0u/Ou'|, sabit enerji yizeyinde yine
tekduzedir.

(2) Normallestirme garpani, CQ(E,X), faz uzayinda E sabit enerji ylizeyinin alanidir.
Degeri, sadece bir ylzey Uzerinde sifirdan farkli olan yogunluklarin getirecegi
zorluklardan sakinmak igin, mikrokanonik toplulugu E—A < H(u) < E+A,
kosuluyla tanimlamak, yani toplulugun enerjisini bir A belirsizligiyle atamak
bazen daha uygundur. Bu durumda, erisilebilir faz uzayi, £ enerijili yizeyin
etrafinda A kalinlikta bir kabuk olusturur. Normallestirme bu sefer kabugun
hacmi, Q'=2AQ, ile olur. € tipik olarak E’ye Ustel bagh oldugundan, A ~0(E0)
(hatta O(El)) icin kabugun alani ve hacmi arasindaki fark, £ o< N—oo limitinde

ihmal edilebilir, ve bundan dolayi €2 ile Q"yi birbirinin yerine kullanacagiz.

(3) Tekduze olasilik dagiliminin entropisi soyle verilir,
S(E,x)=kpInQ(E x). (IV.2)

Denklem (III.68)den farkli olarak, kp carpani eklenerek, entropinin
termodinamikte kullanilan dogru boyutu, enerji boll derece Kelvin, elde edilir. 2

ve S, faz uzayinda bir kanonik koordinat degisiminden etkilenmez. Bir bagimsiz

sistemler koleksiyonunda, toplam faz uzayi, bireysel uzaylarin ¢arpimidir, yani
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Qropam = [1; £2;. Sonugta entropi, kapsamsal bir nicelikten beklendigi gibi

toplanirdir.

Termodinamikteki c¢esitli sonuglar, ¢cok sayida serbestlik derecesine sahip
makroskopik sistemler icin, artik denklem (IV.1)’den elde edilebilir.
« Sifirinci yasa: Termodinamikte denge 6zellikleri, Gnceden izole edilmis iki sistemi bir
araya getirip, 1s1 aligverigi yapmalarina izin vererek tartigilir. Benzer sekilde, iki

mikrokanonik sistemi, is degil ama enerji aligverigine izin vererek biraraya getirebiliriz.
Eger sistemlerin baglangictaki enerjileri £ ve E; ise, birlesik sistemin enerjisi, £ = E;
+ E,dir. iki bdlim arasindaki etkilesmelerin kiiglik oldugunu varsayarsak, birlesik
sistemin her bir mikro-durumu, iki bilegsenin mikro-durumlar giftlerinden olugur, yani
u=u1@usz, ve H(u1Q@uz) = H1(ur)+ Ho(uy). Birlesik sistem, dengede, E = E; +

E, enerijili bir mikrokanonik toplulukta oldugundan,

PE({11 @ p2) = ﬁ :

1 1 eger Hi(p1) +Halpe) = E
' ‘ (IV.3)
0 aksi taktirde

Sadece toplam enerji sabit tutuldugundan, izin verilen faz uzayi séyle hesaplanir:

S1(Eq) + So(E — Eq)
kp

QE) = f dE1 4 (E1)Q(E — By) = f dE Oxp[ IV 4)

iki sistemin, yeni, birlesik denge durumundaki &zellikleri, denklem (IV.3)'te
gizlidir. Bunlari, denklem (IV.4)ten elde edilen entropiyi inceleyerek agiga
cikarabiliriz. Entropilerin kapsamsal olusu, S; and S>'nin sistemlerdeki pargacik

sayilariyla orantili olmasini hatira getirir, bu ise denklem (IV.4)'teki integrandi Ustel
olarak buyuk bir nicelik yapar. Bu yuzden, integralin sonucu, eyer noktasi yontemiyle,
integrandin E; ve E5;=E—E7 enerjilerinde elde edilen maksimum degerine esitlenir,

yani,
S(E)=kplnQ(E) =~ S1(E]) + Sa(E3). (1V.5)

Maksimumun konumu, denklem (IV.4)teki Ustel fonksiyonun FE’e goére ug

degerlerinin bulunmasiyla elde edilir; bu bize su kosulu verir,
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. = _— V.6
OE1|,, ~ OEa|, (v-6)

Tam birlesik mikro-durumlar esit derecede olasi olsalar da, yukaridaki sonuglar,
(Ef, E3) civarinda Ustel olarak daha fazla sayida durumun varligini isaret eder.

Birlesik sistem, ilk olarak, (E;, E,) noktasinin civarindan baslar. Enerji aligverisi
gerceklestikten sonra birlesik sistem, yeni mikro-durumlarin tim kiimesini kesfe ¢ikar.
Olasihiga dayali savlar, bu mikro-durumlarin zamanda evriminin dinamigi veya
dengeye ulasmak icin gereken zaman konusunda hi¢ bilgi vermezler. Ancak, esit

olasiliklar varsayiminin yeniden gecerli olacagi kadar yeterli zaman gectiginde,

sistemin (E{, E3) igsel enerjili bir durumda olmasi, ezici bir sekilde olasidir. Bu denge

noktasinda, denklem (IV.6)'daki kosul, iki durum fonksiyonu arasindaki iligkiyi
belirleyerek saglanir. Bu iki durum fonksiyonu, dolayisiyla, deneysel sicakliklara
denktir, ve gercekten de termodinamigin temel sonucuyla uyumlu olarak, su

yazilabilir:

88 1
= = V.7
OE|, T (V=)

* Birinci yasa: Sonra, S(E,X)'nin X'e goére degisimlerine, koordinatlari JX kadar

degistirerek bakalim. Bu, sistem Uzerinde dW = J - 6x, kadar is yapilmasina yol
acar ve igsel enerjiyi £ + J.0X ’e degistirir. Entropideki birinci derece degisim soyle
olur:

as 1 Q

68 = S(E +J-6%x.x + 6x) — S(E.x) = (E Tt

) ox . (TV.8)
E

Parantez igcindeki nicelik sifir degilse, sistemi daha olasi bir duruma goétirerek
degisim kendiliginden olacaktir. Denklem (IV.7)yi kullanarak su tlrevleri

tanimlamamizi saglar,

as Ji

=t IV.9
(-')‘1'.1'_ E.x - T ( )
Eha et
Boylece, S'nin tim degisimlerini tanimladigimizda,
) IE J-d )
dS(E,x) = (? . 1: X — dE=TdS+J . dx, (IV.10)
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olur, ve 1s1 girisi @) = T'dS 'itanimlamamizi saglar.

- Ikinci yasa: Acgikcasi, dengenin yukaridaki istatistiksel tanimi, cok sayida serbestlik
derecesinin, N >>1, var olusuna dayanir. Bu durum, birlesik sistemin, (E;, E;)’den

farkl bilesen enerjilerinde bulunma olasiligini N'nin Ustel fonksiyonuyla orantili

derecede dusuk yapar. Bu anlamda, baslangi¢ noktasina gore denge noktasinin

daha buyulk sayida erigilebilir durumu vardir, yani

S?l(EIL legzz(Eg XQ) = S?I(El Xl)&--BQ(EQ. Xg). (I\?].J.)

Daha olasi (ve daha yogun doldurulmus) bdlgelere evrilme surecinde, tersinmez bir
bilgi kaybi ve termodinamigin ikinci yasasi geregdi, ona eslik eden bir entropi artigi

vardir,
§5'= Bi(B]) + S:(BD) — S:( ) — SalBa) = 0. (IV.12)

ki cisim ilk temas ettirildiginde, denklem (IV.6)'daki esitlik saglanmaz. Entropideki
degisim,

1 1
= 0Eh=——— | dE; >0, V.13
Xz) 0E (Tl Tg) 0E; > ( )

seklindedir, yani ikinci yasanin Clausius’un ifadesindeki gibi, 1si (enerji) sicak

cisimden daha soguk olana akar.
* Kararlilik kogullar: (E{, E5) noktasi bir maksimum oldugundan, Si(E1)+S>(E>)'nin

ikinci trevi bu noktada negatif olmalidir, yani

925,
OE?

9255

- < (). V.14
953 (IV.14)

X2

X1
Yukaridaki kosulu sistemin iki pargasina uyguladigimizda, kisim (I.I)'de tartisildig:
gibi, 1sil kararlilik kogulunu, Cy > 0, elde ederiz. Benzer sekilde, denklem (IV.8) deki

ikinci derece degisimler negatif olmalidir, bu ise 82S/8x,-8xj|E matrisinin pozitif tanimli

olmasini gerektirir.

IV.C iki Seviyeli Sistemler

Bir kati matriste hapsedilmis /N tane safsizlik atomu distinelim. Bu atomlarin her

biri enerjileri 0 ve € olan iki durumdan birinde olabilir. Bu érnek simdiye kadar ele
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aldigimiz durumlardan biraz farkhdir, dyle ki izin verilen mikro-durumlar ayriktir.
Liouville teoremi, bir surekli faz uzayinda Hamiltonyen evrimi igin gecerlidir. Ayrik
durumlari saymada daha az belirsizlik olsa da, izin verilen tim mikro-durumlarin esit
olarak erisilecegini temin eden dinamikler, su an icin belirtimeyecektir. (Kuantum

mekaniksel evrimden bir 6rnek daha sonra sunulacak.)
Iki seviyeli sistemin mikro-durumlari doluluk sayilari kimesi {n;} ile belirtilir. finci
safsizlik atomunun temel veya uyariimis durumunda olmasina goére n; = 0 veya 1'dir.

Toplam eneriji

N

H({ni}) =€ ni=eNy. (IV.15)

i=1
seklinde yazilir, burada N, uyariimis safsizliklarin toplam sayisidir. Makro-durum

toplam enerji E ve safsizliklarin sayisi N ile belirlenir. Dolayisiyla mikrokanonik

olasilik soyledir:

p({ni}) =5 E N EZ s B (IV.16)

Uyarilimis safsizliklarin sayisi Ny = E/e oldugundan, normallestirme garpani €

varolan N tane seviyeden N, tane uyariimis olani se¢gme yolunun sayisidir, ve su

binom katsayisiyla verilir

e Yl ATH :\r! FTYT 1mh
&L[L.;V)—m (LV.1i]
Entropi
/ il
:L \}— f\Blllm (IT\?-J‘_&J
N, N >>1 limitinde Stirling formli kullanilarak soyle sadelestirilebilir,
oo [Ny, Ny N-N, N-N
,S(E._-\)m—\!\_g{\ NN In N } ?
> B E > (IV.19)
() (8) (- 8)m (- 5]
Denge sicakligi denklem (IV.7)’den soyle hesaplanir,
]. (")S JE\B E -
= = — - 79
T 0E|, e ln(Nf—E)' (1V-20)

Yada buradan, T sicakh§indaki icsel enerji sdyle yazilir,
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E(T) = Ae . (IV.21)

exp (ﬁ) + 1 '

icsel enerji, T = 0’da minimum 0 degerinden, sonsuz sicaklikta N €/2 maksimum
degerine kadar artan sicakligin bir monoton fonksiyonudur. Ancak, denklem
(IV.20)'de negatif sicakliklara karsilik gelen, N €/2’den daha blyik enerjilerden

baslamak mumkindir. Negatif sicakhgin kdkeni, bir ¢ok sistemde olanin aksine,
artan enerji ile mikro-durumlarin sayisindaki azalmadir. iki seviyeli sistemlerin
enerjilerinde bir Ust sinir ve bu maksimum enerjiye yakin ¢ok az sayida mikro-durum
vardir. Dolayisiyla artan enerji, sistemde daha fazla diuzene yol agar. Ancak,
sicaklikhdi negatif olan bir sistem evrenin geri kalani ile temasa gecgince (ya da
enerjisinde bir Gst sinir oimayan herhangi bir bélimdayle), fazla enerjisini kaybeder ve
pozitif bir sicaklikta dengeye gelir. Negatif sicakliklar dunyasi oldukc¢a tuhaftir;
sistemler isI ekleyerek sogutulabilir veya isisi alinarak isitilabilir. Negatif sicaklikta
gecici olarak bir yarikararli dengede hazirlanmis sistemlerin, manyetik spinler ve
lazerlerde fiziksel 6rnekleri vardir.

Sistemin 1sI sigasi su sekilde yazilabilir,

)

i 2 i i —2
o _dE_ o N ( B O (1V 22)
V=5 =Nk T exp T \L,\]) T , 22

ve hem disik hem de yiiksek sicaklikta sifira gider. Duslik sicakliklarda C’nin

exp(—€/kgT) bigiminde sifira gidisi, temel durum ile en disik uyarilmis durumlari
arasinda bir yasak enerji araligi olan tum sistemlerin ozelligidir. Yuksek sicakliklarda
C’nin sifira gidisi, enerjinin bir fonksiyonu olarak durumlarin sayisinda bir
maksimumu olan sistemlere 6zgii, bir doyum etkisidir. iki limit arasinda, 1s1 sigasi, bir
T, « e/kp karakteristik sicakliginda bir tepe noktasi sergiler.

istatistiksel mekanik, sadece enerji ve 1si sigasi gibi makroskopik nicelikleri degil,
daha fazlasini saglar. Denklem (IV.16) mikro-durumlar hakkinda &nemli bilgiler

iceren bir tam birlesik olasilik dagilimidir. Ornegin, belirli bir safsizii§i uyarmak igin

kosulsuz olasilik suradan elde edilir:

QE —nie, N —1)
Q(E.N)

pi)= 3 p({n}) =

{?121"'!‘”‘1\: }

(IV.23)

ikinci esitlik, ilk safsizlik tarafindan alinan enerji gikarildiginda, geri kalan enerjinin
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diger N—1 safsizlik arasinda dagitiimasi gerektigi dislnulerek elde edilir. Denklem

(IV.17) kullanilarak,

0y = ABN 1) (N —1)! NN =N N
Yl = = - = . — — .
i QE,N)  N!(N—N—1) N N

(1V.24)

ve p(n;=1) = 1-p(n;=0) = N/N bulunur. N; = E/€ ve denklem (IV.21)

kullanilarak, 7' sicakligindaki doluluk oranlari soyledir:

1 exp (_ABLT)

p(0) = , and p(l)= :
1+ exp (_kBLT) 14 exp (_kBLT)

Sayfa 9 www.acikders.org.tr



