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l1I.H Sifirinci Derece Hidrodinamik

ik yaklasim olarak, yerel dengede, f; yogunlugunun, uzayin her noktasinda

denklem (II1.56)’daki gibi temsil edilebilecegini varsayacagiz, yani,

AF.qt) =

- L 12
nd. ) exp {(p m’“(q'?) ] (111.93)

(2emkpT(g,1))** 2mkpT(q.1)

Parametrelerin segimi, gerektigi gibi [d3pf° = n, (ﬁ/m)0 = U olmasini acikca
zorlar. Ortalama degerler, bu Gauss tipi agirliktan kolayca hesaplanir, 6zellikle,

o knT ,
(cacs)” = “2=bag (111.94)

m
ve sonug olarak,
) 3 :
Pl =nkpTéa.z,  ve e = skpT. (TI1.95)

(3

P

£ yodunlugu C’'ye gére cift fonksiyon oldugundan, derecesi tek tim beklenen

degerler sifirdir, ve 6zellikle,
he = 0. (IT1.96)
Bu yaklasimda, korunum yasalari su basit formlari alirlar

[ Din = —ndyug
1
mDite, = Fo — ;da (nkpgT) ‘ (T11.97)

2
Dt'T = —g'TUQ.ZIQ
Yukaridaki ifadede, maddi tiirevi kullandik:
D¢ = [0; +updg], (TT1.98)

bu tiirev, herhangi bir niceligin, ortalama hiz alani U tarafindan belirlenen akim

cizgileri boyunca haraket ederken, zamana gore degisimlerini dlger. Birinci ve Uguncu

denklenleri birlestirerek, su sonucu bulmak kolaydir:

Dy In (n.T—C"/?) —0. (I11.99)

In (nT3/2) ifadesi, gazin yerel entropisi gibidir (bkz. denklem (I11.67)), ve yukaridaki
denklem uyarinca akim c¢izgileri boyunca degismez. Dolayisiyla, sifirinci derece

hidrodinamik, gaz akisinin adyabatik oldugunu 6ngorir. Bu, denklem (I11.93)'ln
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yerel denge ¢6zUmuUnu, entropide bir artisi gereksinen, bir gergek butincul dengeye
ulagsmaktan alikoyar.

(II1.97)'deki denklemlerin, dengeye yeterli bir yaklagim tasvir etmedigini

gostermek igin, diizgiin bir kutuda, duragan (u,=0) bir durum etrafinda kiigiik

bozulmalarin evrimini inceleyelim. Bunun igin su tanimlari yapalim:

(I11.100)

n(q.t) =n+v(dq,t)
T(g,t) =T +0(q,t)

Sonra, (I11.97)deki denklemleri, (v,0,1) sapmalarina gére birinci dereceye kadar

acalim. Dikkat edilirse, en dlisik derecede, D,=0,+O(u), dogrusallastiriimig sifirinci

derece hidrodinamik denklemlerine yol acar:

e = =Nyt

kpT _
B 9av — kpo.b , (111.101)

T

mdi, = —

[

, 2_
(__)319 — § T(_)a Uy

* Sistemin normal kipleri Fourier donusumleriyle elde edilir,
A (fw) - /dS(fdf exp {z‘ (;?q*— wl‘)] AT 1), (I11.102)

burada 4, Ug alan (v,@,ﬁ)’dan herhangi birini temsil eder. Dogal titresim frekanslari,

su matris denkleminin ¢ozumleridir,

v 0 nkg 0 y
wlua | = L5500 EBg 4k ug | - (I11.103)
0 0 2Tkg 0 0

Bu denklemin, ilk ¢d sifir frekansli, su kiplerinin oldugu kolayca dogrulanabilir:

(a) Iki kip, tekdiize (n=n) ve esisil (T=T) bir sivida, hizin kendi ydniine dik
dogrultuda degisim gésterdigi (6érnegin, U = f (x,f) J), kayma akimlarini tanimlar.
Fourier kipleri cinsinden E-ﬁ’T(l_c))=O olmasi, bu sifirinci derece yaklasimda
gevsemeyen enine akimlari gosterir.

(b) Uglincu bir sifir frekansh kip, tekdiize P = nkzT basingli duragan bir sivi

tanimlar. n ve T uzayda degisim gosterebilir, ama c¢arpimlarinin sabit olmasi, sivinin

Sayfa 3 www.acikders.org.tr



; E%
Istatistiksel Mekanik | udbMk Ders Notu

basing degisimlerinden kaynakli hareket etmeyecegini garanti eder. Bu kipe ait,

denklem (II1.103)’Gn 6zvektori sudur,

n
ve=1{ 0 |. (T11.104)
-T

(c) Son olarak, boyuna hiz bileseni (i, || I_c)), ozkiplerin yogunluk ve sicaklik

degisimleriyle su bigimde birlegir,

7i|k|
vi=| wk) |, w(k) = +vgk|. (111.105)
%T|ff.|

burada

vy = \/—’ kel (ITL.106)

3 m '
boyuna ses hizidir. Dikkat edilirse, bu kipteki yogunluk ve sicaklik degisimleri

adyabatiktir, yani yerel entropi (In (nT”) ile orantil) degismeden kalir. Dolayisiyla,
korunumlu niceliklerin higbirinin, sifirinci derece yaklagimda gevsemedigini goruruz.
Yanal akim ve entropi kipleri ilelebet kalicidir, iki ses kipi ise sdnimlenmeyen
salinimlara sahiptir. Bu, sifirinci derece yaklasimin bir yetersizligi olup, Boltzmann

denklemine daha iyi bir ¢cozum bulunarak giderilir.

1.1 Birinci Derece Hidrodinamik

Denklem (II1.93)teki f° (B,q,t), Boltzmann denkleminin sag tarafini sifir
yapmasina ragmen, sol taraf, bigciminin degismesine sebep oldugundan, tam bir
¢6zUm degildir. Sol taraf dogrusal bir diferensiyel operatordir, ve dnceki kisimlarda

tanitilan gesitli gosterimler kullanilarak, soyle yazilabilir:

Dat ) o
Lf]= {oﬁp—“aﬂ +F.(—} f= {Dt—l—r‘.ﬂ.ﬁ)a—k fa 014 (TTT.107)
1

“ Opa m Jeg '
L'nin, asagidaki sekilde yazilabilen In f,° (izerindeki etkisini incelemek daha kolaydir,

9 o
me= 5
2kpT 2

In 0 = In (n::r—i"/ 9) In (27mkp). (ITL.108)

0(c’/2) = cpOcy= —cyug bagintisini kullanarak,
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£[In 9] =D; In (-nT_'3/2) + 7;’; DT+ T( Dyu,

d,n 30,1 me? Faeq
- _Z DT + oy -
e ( n 27T )+2;L-BT" ABT‘ aCBCalls = JoT

(TI1.109)

Eder n, T, ve u, alanlar, sifirnci derece hidrodinamik denklemlerini (I11.97)

saglarsa, yukaridaki denklemi sdyle basitlestirebiliriz:

2 F d.n O T ad.n 30,71 F
,C 1 0 :U— mc () N o a Yo _ Ya o 2 la . a
[l £7] SipT ot T\ T T T )\ e kT
??ICQ
m(ad T"‘ ;‘BTLQC'SUGB
" kT (‘Q‘-ﬁ 3 )““-“ (QIcBT 2) 7 0T

(IT1.110)
L’nin karakteristik zaman 0lgegdi 7y dissaldir, ve 7./dan ¢ok daha bliylik olmasi
sag@lanabilir. Dolayisiyla, sifirinci derece sonug, (7« / 7y)— 0 limitinde dogrudur, ve
diizeltmeler, (zx / 7y) cinsinden bir tedirgeme serisiyle yapilabilir. Bu amagla, f; =
f10(1 +g) secip, carpisma operatoriinii su bicimde dogrusallastiririz,
Clfi ] =- /dSﬁzthE'ﬂ — Bl L (7)1 (72) [9(P1) + g(B2) — 9(7 ") — 9(F2")]

=— f1(7)CLlg].
(TTT.111)

Dogrusal olmasina ragmen, yukaridaki integral operatoru, galismak icin hala zordur.

Bir ilk yaklagim olarak, ve karakteristik buyukligunu dikkate alarak, sdyle yazariz,

Crlg ~ 2. (TT.112)

Bu, tek garpisma zamani yaklasimi olarak bilinir, ve dogrusallastiriimis Boltzmann

denklemi L[f;]= —f2C;[g] 'den sunu elde ederiz:

q= Llfi]=—-1.L [111 ff] . (HL113)

T f1
burada, sadece ana terim alinmistir. Dolayisiyla, birinci derece ¢dzUm soyle verilir

(denklem (I11.110) kullanilarak),

¢ 2 N
_ Tum OB o o me 5
AEat) — 5.t {l FgT ( cp— 5 C )ua,g TK (—QL-BT 2) Td T}
(111.114)

burada, tek garpisma zamani yaklagiminda 7,= 7x= 7« 'dir. Ancak, yukaridaki
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denklemi yazarken, daha gelismis yontemlerde agida ¢ikan 7, # 7x 'nin olanakli
oldugunu ongoérmaustuk (her iki zaman terimi hala 7« mertebesinde olmasina ragmen).
[dpfr = [d3BfL = n, oldugu kolayca gésterilebilir, dolayisiyla, gesitl

yerel beklenen degerler, birinci dereceye kadar séyle hesaplanir,
5 1 , " ,
(o)== /dg'ﬁ(’)ff(l +9)=(0) + (g0)° . (ITL.115)
n

Gaussiyen agirlik f;’a goére dadilmis c,larin garpimlari {zerinden ortalamalarin
hesaplanmasi, Wick teoreminin kullanimiyla buylk olglide basitlesir. Teorem,
carpimlarin beklenen degerinin, eslesmis beklenen degerlerin tum olasi garpimlarinin
toplami oldugunu sdyler, ornegin

kpl
m

2
{(‘JC_IJ-'CF:,-Cé}O = ( ) ((’5035.?.‘5 -+ 5&’» (555 + (’505657) . (III]_]_G)

(Simetriden dolayi, tek sayida c,’'nin garpimini gerektiren beklenen degerler sifirdir.)

Bu sonucu kullanarak, sunu dogrulamak kolaydir,

/p_ﬂ\l — . ..,,,a-ﬁT /( mc? _ E\ - ,,.,,\O — . (TIT.117)
\3]1/ Uy TK T \sz\BT 2} Lﬂt_ld/ ey (LI 111

Birinci derecede, basing tensoéru soyle verilir:

. 5 0
(Cacg)’ um [ cg | cpc Cuw 2 u
\Veatns/, T s L I 7 L
ol kpT \ ¢ 3 '

1 - W1
Pog =nm (cqaez) =nm

(IT1.118)
C (SLTIJ-'
=nkpl'0ng — 2nkp1't, ('uﬁg — 3-1;,,*.,?..) .

) . . ral 1 ‘ .
(Yukaridaki sonucu kullanarak, eskisi gibi, el = <mcgg2> = 3kpT'/2
oldugunu da dogrulayabiliriz.) Sonucta, 1sI akisi séyle bulunur:

i < me? >1 nmtyg dgT < ( me? 5) 2>D
by =N Cq—0 = —— ' o7 — 5 | CaCpC
_ SnkpT'TK 0.T.

o

m

Bu derecede, sicakliktaki uzaysal degisimlerin, kendilerini dizeltme egiliminde bir isi
akisi yarattigini, yanal akiglarin ise, basing tensorindeki kdgsegen-digi terimlerce
baskilandigini gorurtz. Bu etkiler, dnceden tartigilan kiplerin, dedisen davranislarini
inceleyerek gorulebilecedi gibi, dengeye dogru gevsemeye yolagmak icin yeterlidir.

(a) Basing tensorunun artik bir kosegen digi terimi var,
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Pé?éa = —2nkpTT a0 = —p1 (Jaug + Jguy ) (TT1.120)

burada u = nkpTz, viskozite katsayisidir. Sivinin kirpiimasi (6rnegin bir u,(x,7)

hiziyla tanimlanan), ona direnen bir viskoz kuvvete (,ua,?uy ile orantill) yol acar,
ve asagida tartisildigi gibi difGzif gevsemesine sebep olur.

(b) Benzer sekilde, bir sicaklik gradyenti bir 1s1 akisina yol acar,

h=—-KVT, (TIT.121)

burada, K = (5nkzTrx)/(2m), gazin isil iletkenlik katsayisidir. Eger gaz
durgunsa (i = 0, ve tekdiize basing, P = nkgT) sicakliktaki degisimler sunlari
saglar,

2K

‘ V2T (I11.122)
3nkpg

noe = g-nfcgé')tT = —0y (KO, T), = T =

Bu Fourier denklemidir ve sicaklik dedisimlerinin difuzyonla gevsedigini gosterir.
Tam Kiplerin davranigini, hareket denklemlerini dogrusallastirarak tartigabiliriz.

Du,~ 0u, 'e birinci derece katki soyledir

1,

5Y (Dyuy) = — 80 + O, c),}) ug, (T11.123)

i'}lgfjlpﬂlﬁ =~ —f_—t_ (3

burada u= ﬁkg'l_"rﬂ. Benzer sekilde, D,T = 0,0 igin dlizeltme soyle verilir,

L 2 O
) (C}tg) = *TB”C),J!]Q ~= —EC)GC)QG. (11112—1)

K = (51k3T1x)/(2m) olmak lizere. Fourier déniisiimiinden sonra, matris denklemi

(IIT.103) soyle degisir,

v 0 ﬁcﬁal‘g f\“,-_q 0 »
5T . 9 ¢ ok, T
w | ua | = | BLdapks —-a%(rzoawr 3-3) B8 bapks | [ ug | . (11L125)
2
3

0 Ty oKk o
0 TOGB 111"3 —1 3kt

Sifirinci derece yaklagimla hesaplanmis normal kip frekanslarinin, bu derecede nasil
degistigini sorabiliriz. Enine (kirpilma) normal Kiplerin (l_c)-ﬂT=O) su frekansa sahip
olduklarini dogrulamak kolaydir,

wp = —iHk2 (TT1.126)
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Frekansin sanal olusu, bu kiplerin, karakteristik bir zaman, (k) ~ 1/|w7|~

(/1)2/(rﬂ172), icinde sdnlimlenmesini gerektirir, burada, A dalgaboyu, ve ¥ ~/kgT /m
bir tipik gaz parcacigi hizidir. Karakteristik zaman olgeklerinin dalga boyunun
karesiyle buyudugunu gértyoruz, bu difizif streglerin 6zelligidir.

Geri kalan normal kiplerde, hiz suna paraleldir,

v 0_ nk ) 0 v
kpTj. L kp . o~
wl u | = — ko —i e poe k , ug | . (TIT.127)
) 277, 2Kk :
7 0 ET.E\ ey o 0

Dinamik matrisin determinanti, U¢ 6zfrekansin carpimidir, ve en dusuk derecede,

soyle yazilr:
A4 ATy _:2‘[{;"2 —1. !‘BT;‘ =20 (TTT 19Q0
Lll_'le_-l_[/l — 1’-‘ — Ttk — T I ><)l. LJ.]J.J.,LO_}
3kpn mn
Sifirinci derecede, iki ses kipinde wi(h) = +u¢k ve boylece, esbasing kipinin
frekansi soyledir:
det (M) 2Kk
wi(k)  —5 = —i Tt O(r2). (IIL.129)
L{ M iy re

Birinci derecede, boyuna ses kipleri de wi(!c) = vk — 1y frekansi ile
sonumlu salinimlara donugur. Sonumlenme hizlarini elde etmenin en kolay yolu,
dinamik matrisin izinin, 6zdegerlerin toplamina esit oldugunu hatirlamaktir,
dolayisiyla,

2u 2K

3mmn  1bkgn

wi (k) = togk — ik? ( ) +0O(2). (I11.130)

Tum normal Kiplerin sonumlenmesi, yavas olsa da, gazin son, tekduze ve duragan

denge durumuna yaklagsmasini garanti eder.
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