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Ill.LE H-Teoremi ve Tersinmezlik

Bu bolimun basinda ortaya konan ikinci soru, bir pargacik toplulugunun dogal

olarak bir denge durumuna dogru evrilip evrilimeyecegiydi. Tam faz uzay! yogunlugu
pw igin duragan durum g¢ozumleri elde etmek mumkun olsa da, zamanda tersinme
simetrisi nedeniyle bu c¢o6zumler, genel denge disi yogunluklarin ¢ekim noktasi
degildir. Kogulsuz tek parcacik OYF p; de ayni problemden muzdarip midir? Kesin
yogunluk p;, zorunlu olarak pyin bu 6zelligini yansitsa da, H-teoremi, Boltzmann

denkleminin tanimladigi yaklasik p;, gergekten de tersinmez olarak bir denge
bigimine ulasir. Bu teoremin ifadesi soyledir:

« Eger f(p.q,t) Boltzmann denklemini sagliyorsa, o zaman dH/dt <0, yle ki,

H(t) = /(fgﬁffgrf fip.qgt)yIn fi(p.q.t) . (I11.42)

H(z#) fonksiyonu, tek pargacik OYF’nin bilgi icerigiyle iligkilidir. Genel bir sabite kadar,
p1 = f1/N'nin bilgi igerigi, agikga H(¢)'ye benzer sekilde, I[p;] = In p; ile verilir.
ispat: H'nin zamana gére tiirevi séyledir

H 0 f .
({? = /ffgﬁl(fgrﬁ % (Infi+1)= /f?gﬁlffgfﬁ In f;

df1 N
- (111.43)
ginki  [dVif; =N [dl'p=N zamandan bagimsizdir. Denklem (n.41yi
kullanarak sunu elde ederiz,

{FH . 3 43— ) U{-'T (_)}[J_ f_’fl U,fl

dt _/”T A g Iy (U{ﬁ op1  m ag‘l)

- / &GP pad®o |ty — G| [f1(Pr. @) fr(Pe. @) — fo(By @) fu(B2 @) I f Py @)
(I11.44)

burada, differensiyel kesit igin d°c, d°b, veya dZQ|da/dQ| terimlerini birbirinin yerine
kullanacagiz. Yukaridaki ifadede akan terimler, ardigik kismi turevlerle gosterildigi
gibi sifirdir,

CoU  Ofy CoU 1 dfy 0 oU
B d3a 1 9N B apa g 29 ke Ba e —0.
/‘-’ pid gy In fy Ufﬁ Uﬁl a P "flfl ‘{)"Il 7 Uﬁl dprdqy fi ‘{)ﬁl

ve

. df 1 Of 9 P
/dgﬁldg'ﬁ In f1 e i == / Ppd* g fi . —g = /ffgﬁlffgrfl fL{__, )
m (-hi'l m fl (_)‘{j]_ u{fl m
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Denklem (l1l.44)'deki carpisma terimi, ﬁl ve ﬁz degiskenleri Uzerinden integralleri
icerir. Dolayisiyla (1) ve (2) etiketleri, integralin degerini degistirmeden yer
degistirebilir. ki sonug ifadesinin ortalamasi sunu verir:

dH 1 a L oL - AR . . ek e
= /ffgrﬁ?gplffgpgffzh |Tr — T [f1(P1) fr(P2) — fu(pu ") fu(p )] I (fu(pu) fi(p2)) -

dt T2
(ITL.45)
(f'in g ve t degiskenleri gdsterim kolayligi icin yaziimamistir.) Simdiki amacimiz,

integral degiskenlerini, carpismanin oncesini tanimlayan (ﬁl, ﬁz, E)’den, sonrasini

d B4

tanimlayan (pl,pz,E’)’ye degistirmektir. Bu donusumu tanimlayan agik fonksiyonel

bicimler, denklem (I1.39)daki kati agl &’nin b ve |p>—pi'ye bagimhlig yiiziinden
karmasgiktir. Yine de, donusumun Jacobiyeninin bir oldugundan, zamanda tersinme
simetrisi nedeniyle emin olabiliriz; ¢iinki her ¢arpisma igin, sonu¢ momentumlarini

tersine cevirerek elde edilen bir tersi vardir. Yeni koordinatlar cinsinden,

dH 1 333 133 1 270 = — s N = s = N = ] s e N £ =

r =3 °qd”py "d”py "d=h |<‘1 - f‘2| [fl(}"l)fl(f";z,' — f1(p1 ) f1(p2 )] In(fi(p1)f1(p2)) .
(I11.46)

ki bu denklemde artik, (p1, P»)yi denklem (Ill.39)daki gibi, integral degiskenleri

—

(p1, Py b')'nin fonksiyonlari olarak goérmeliyiz. Daha 6nce belirtildigi gibi, tim esnek

carpismalarda |V, —¥»| = [V — V| ve bu degiskenleri birbirinin yerine kullanabiliriz.
Son olarak, integral alinan degiskenlerindeki tirnak isaretlerini kaldiralim.

d B

(ﬁl,ﬁz,lg)’nin (pl,pz,g’)’ye fonksiyonel bagimhliginin tersi icin de tam olarak ayni

oldugunu hatirlarsak, sunu elde ederiz:

IFH ]_ o rN v oi— [N p — Iy . — - ;o — Iy op o= )
({? =5 / FP PP P d?b [Ty — T [fu(Pr ) fr(P2") — fL () fi(@2)] In (Fu(p ) fu(p=")) -
(T11.47)
Denklem (II1.45) ve (I11.47)nin ortalamasini aldigimizda sonug,
o =1 [ T RERE - 5l ()£~ GO e

I (f1(p1) f1(P2)) —In (f1(pr ") f(p27))]-
Yukarida, integrali alinan ifade her zaman pozitiftir. Eger ise koseli parantez icindeki
fr(p)fi(P2) > f1(Pr") f1(P2")  her iki terim pozitiftir, tersi oldugunda ise her ikisi de
negatiftir. Her durumda carpimlari pozitif verir. integrandin pozitif olmasi, H-teoremini

gecerli kilar:
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f;—?i” | (I11.49)
« Tersinmezlik: ikinci yasa, zamanin bir yénii oldugunu destekleyen g¢ok sayidaki
gunlik hayattaki goézlemlerin deneyime bagh bir formulasyonudur. Mikroskopik
dinyay! yoéneten fizik yasalarinin tersinir olusuyla, makroskopik olgularin gézlenen
tersinmezligini bagdastirmak temel bir problemdir. Elbette, fizigin mikroskopik
yasalarinin tumu tersinir degildir: zayif cekirdek etkilesmeleri zamanda tersinme
simetrisini ihlal eder, ve gbézlem aninda kuantum dalga fonksiyonunun ¢okusu
tersinmezdir. Zayif etkilesmeler, ikinci yasaya yol agan gunlik deneyimlerde, aslinda
hicbir 6nemli rol oynamaz. Dalga fonksiyonunun tersinmez ¢okusunin kendisi ise,

makroskopik gozlemciler ile mikroskopik gozlenenleri ayrik olarak ele almanin yapay

bir sonucu oIabiIir.T Bugun igin kabul edilen mikroskopik hareket denklemlerindeki
(klasik veya kuantum) tersinirligin, yetersizliklerinin gostergesi oldugu goérusunu
savunanlar vardir. Ancak, guclli bilgisayarlarin gelisimi, klasik, tersinir hareket
denklemleriyle yoOnetilen ¢ok sayida pargaciktan olusan topluluklarin evriminin
benzetimini yapmayr mumkin kildi. Benzetimler, halen gorece kuguk pargacik
sayllariyla (106) sinirli olsa da, dogada gozlenenlere (tipik olarak 10% parcacik
iceren) benzer olarak, tersinmez makroskopik davraniglari gergekten de gosterirler.
Ornegin, baslangigta bir kutunun yarisinda bulunan parcaciklar, tersinmez, ve
homojen bir bicimde kutunun tamamini doldurur. (Bunun, hesaplama hassasiyetinin
sinirlari ile ilgisi yoktur; ayni makroskopik tersinmezlik, hlicresel otomasyon gibi tam
olarak tersinir tam sayi temelli benzetimlerde de gozlenir.) Dolayisiyla,gozlenen
tersinmezliklerin kaynagi buyuk parcacik topluluklarinin klasik evriminde aranmalidir.

Boltzmann denklemi, denklem (II1.49)da gosterildigi gibi, agikga zamanda
tersinir olmayan, karsilagtigimiz ilk denklemdir. Dolayisiyla, bu sonucu Hamilton
hareket denklemlerinden nasil elde ettigimiz sorusunu sorabiliriz. Sorunun yaniti,
elbette, denklem (II1.41)i elde etmekte kullandigimiz fiziksel temeli olan
yaklagikliklarda aranmalidir. Uygulanan vyaklasikliklarin ilk adimlari, denklem

(ITII.30)Y'un sag tarafindaki li¢ parcacik garpismasi terimlerinin ihmal edilmesi, ve

T

Zamana baglh Schroédinger denklemi tamamen zamanda tersinirdir. EJer
gozleyen aygitin (muhtemelen tim evrenin) dalga fonksiyonunu da iceren karmagsik
bir dalga fonksiyonu yazmak mumkun olsa, herhangi bir tersinmezligin nasil ortaya

cikabilecegini gérmek zor olurdu.
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uzay ve zaman Olgeklerinde ¢dzunurligun igsel olarak kabalastiriimasidir. Bu

adimlardan higbiri zamanda tersinirlik simetrisini agik¢ga ihlal etmez, ve denklem
(IT1.37)'deki carpisma terimi Ozelligini korur. Denklem (II1.41)e giderken sonraki
adim, carpismadan énce degerlendirilen iki pargacik yogunlugu fo(—)yi, denklem
(ITI.32)deki gibi iki tek pargacik yogunlugunun carpimiyla yer degistirmektir. Bu
durumda, carpismadan onceki ve sonraki iki parcacik yogunluklarini farkli ele alir.
Alternatif olarak, denklem (IIl.37)yi, ¢arpismadan sonra degerlendirilen iki pargacik
yogunlugu f£(+) ile ifade edebilirdik. f>(+)y1, iki tek pargacik yogunlugunun
carpimiyla yer degistirmek, bizi tam ters bir sonuca goéturirdi!: dH/dt > 0. Dengedeki

bir sistem igin, iki segenekten birini digerine tercih etmek igin bir sebep yoktur. Ancak,

sistem denge disi1 oldugunda, garpismadan sonraki koordinatlarin iligkili olmasi ¢ok

daha olasi oldugundan, denklem (III.32)'deki f5(+) igin yerine koyma anlamli degildir.

Zamanda tersinme simetrisi, f,(—)de de, molekiiler kaos varsayimi denilen
yaklasimda ihmal edilen, bazi ince iligkilerin olmasini gerektirir.

Carpismalardan onceki (ama sonraki degil) molekller kaos varsayimi,
Boltzmann denkleminin tersinmezligi i¢cin anahtar konumundayken, sonucundaki bilgi
kaybi, en iyi uzay ve zamandaki kabalastirma yoluyla anlasilabilir. Liouville denklemi
ve ondan turetilenler, bir saf durumun evrimi hakkinda kesin bilgi icerir. Ancak, bu
bilgi kaginilmaz olarak daha kisa dlgeklere tasinir. Bunun iyi bir tasviri, karismayan iki
sivinin harmanlanmasidir. Her noktada iki sivi birbirinden ayrik kalsa da, uzayda bir
sividan digerine gecis, karistirdikga gittikce daha kuguk Olgekte gerceklesir. Bir
noktada, herhangi bir dlgum aletinin, iki bilesen sivinin izini takip edemeyecegdi kadar
ince bir ¢ozundrlige erigilir. Boltzmann denkleminde, saf durumun kesin bilgisi,
carpismalarin élgeginde kaybolur. Sonugtaki tek pargacik yodunlugu, sadece iki
parcacik carpismasininkinden daha uzun uzay ve zaman ¢ozunurlUklerini tanimlar,

ve bilgi kaybi surdikge, gittikge daha olasilikli hale gelir.

II.LF Denge Ozellikleri

Homojen bir gazin fi, ile tanimlanan denge durumunun dogasi nedir?
(1) Denge dagilimi: Gaz dengeye ulastiktan sonra, H fonksiyonu artik zaman iginde
azalmamalidir. Denklem (II1.48)'deki integrand her zaman pozitif oldugundan,

dH/dt=0 igin bir gerek kosul sudur,
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[P @) P2 @) — AV @) (P, q) =0, (ITL.50)
yani, her § noktasinda su saglanmalidir:
n f1(Pr, @) + I fr(p, @) = f1(Pr ", @) +In fr(p2", ). (I1L51)

Yukaridaki denklemin sol tarafi, bir iki pargacik c¢arpismasindan oOnceki
momentumlari, sag tarafi ise sonrakileri igerir. Esitlik, dolayisiyla, ¢arpisma sirasinda
korunan her toplanir 6zellik tarafinda saglanir. Bir esnek garpismada, bu sekilde

korunan 5 nicelik vardir: parcacik sayisi, net momentumun Ug¢ bileseni, ve kinetik
enerji. Boylece, f; icin bir genel ¢éziim soyledir:

‘ e R _.
Infi=a(@)—-alq) - p—0(7)| — | . (I11.52)

2m

Potansiyel enerji U(G)’yu kolaylikla yukaridaki bigime uydurup, soyle yazabiliriz:

)
[P T) =N(T)exp |—a(q) -p— B(q) (% + {-‘TI::{I)):| , (I11.53)
.

Yukaridaki dagilimin, yerel dengeyi tanimladigini soOyleyecegiz. Bu bigim,

carpigsmalar sirasinda korunurken, eger {H, f;}= 0 degilse, carpismalar arasinda,
akan terimler sayesinde zaman iginde evrilir. Bu son kosul, sadece H |, veya onunla
korunan herhangi bir nicelikle bagimliligi olan her f; fonksiyonunca saglanir. Agikga,
yukaridaki yogunluk, V' ve 8, ¢’dan bagimsiz, ve @=0 ise bu kosulu saglar.

Denklem (II1.16)’ya gore, f; icin uygun normallestirme:
/ ¢*pd*q f(P.q) = N. (ITL.54)

V' hacimli bir kutudaki parcaciklar igin, U(Ej) potansiyeli kutunun iginde sifir, diginda

sonsuzdur. Denklem (II1.53)teki normallestirme c¢arpani, denklem (I11.54)’den elde

edilebilir:

_ o0 p2\ 13 27 3/2 2
N =NV {/_x dp; exp (—m?-_p?-_ — %)} =NV ( ; ;”) exp (“;; ) . (IT1.55)

Boylece, momentumlarin uygun sekilde normallestiriimis Gauss tipi dagihmi goyledir,

3 \*? 3(F = Po)?
P, q)=n (—) exp {—M} . (I11.56)

2mm 2m
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burada, p, = (p)= ma/p gazin ortalama momentum degeri olup, duran bir kutu igin
sifirdir, ve n= N/V pargacik yogunlugudur. Dagiimin Gauss tipli olusundan,

momentumun her bileseninin varyansinin (piz) = m/p oldugu cikarimi kolaylikla
yapilabilir, ve
Im

<:p2:> = {pi + P‘I_«i + pf} == (II1.57)

(2) Iki gaz arasinda denge: iki farkh (a) ve (b) gazlarini alalim, ayni U potansiyelinde

hareket etsinler ve aralarindaki iki parcacik etkilegimi Vab(c_i(“)—c'i(b)) olsun. ki

gazin tek pargacik yogunluklarini 1(a) ve 1(b) olarak tanimlayabiliriz. Bir

genellestiriimis carpisma integrali,
Cop=— / A payd?Q doa.p

(3
dQ? (

- - =) IV i ) I ) = — 2l - o
|5y —1s | {}‘1”(1}1-{11,&}‘1 (P 1) — 1T (L @) 7 (B2 @) |

(ITL.58)

kullanilarak, bu yogunluklarin  evrimi Boltzmann denkleminin basit bir

genellestirmesiyle yonetilir:

() f-l;a.} Aa) A a) —~ —~
r); - — {fJ:(HI_IJ} +(a.a-+(a.h
(b) (I11.59)
afi (b)) 4,(b) . -
Ui‘ :—{,f -HiJ}+(b.Ce.+cb.b

Duragan dagilimlar, denklem .(II1.59)'un sag tarafindaki alti terimin timi sifirsa elde
edilir. Tirler arasi garpigmalarin yoklugunda, yani C,, = C,,, iken, bagimsiz
duragan ¢oziumler, fl(a) X exp (—,b’aﬂ-[l(a)) ve 1(b) X exp (—,b’bﬂ-fl(b)), elde edilir.
C,»'nin sifira gitmesini istersek, su ek kisiti buluruz:
AL B -1 R ) =0, = L60)
uHY () + BeHY () = B MY () + BHY ()
Toplam eneriji 7—[1(“) + 7{1(b) bir garpismada korundugundan, yukaridaki denklem f,

= f» = p.icin saglanabilir. Denklem (II1.57)'den, bu kosul iki tiriin kinetik enerjilerinin

2 2 :
Pa \ _/ Py \_ 3 _
<2”"a.> B <2mb> 28 (II1.61)

Dolayisiyla, f parametresi, gazlarin dengesini tanimlayan, deneysel sicaklik roltni

esit olmasini gerektirir.
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oynar.

(3) Durum denklemi: f'nin sicaklik T olarak tanimlanmasini tamamlamak igin, V'
hacimli bir kutuya konmus N pargacikh bir gaz disinelim. Gazin basinci, kutunun
duvarlariyla ¢arpisan pargaciklarin uyguladiklar kuvvetten gelir. x yonune dik, alani
A olan bir duvar elemani ele alahm. Bu alana, [p, p+ dp] arahiginda momentumlarla,

ot suresi boyunca garpan pargaciklarin sayisi sudur:
AN(P) = (f1(P)d*p) (A v, 1) . (I11.62)

Yukaridaki ifadedeki son garpan, yiksekligi v,0t ve alan elemani A’ya dik olan bir

silindirin hacmidir. Sadece bu silindirin igindeki parcaciklar, J¢ igcinde duvara ¢arpacak

kadar yakindir. Her bir carpisma duvara momentumu aktardigindan, uygulanan net

kuvvet sudur:

0 o0 oo
= ffpr/ ffpy/ dp. f1(77) (_.4 P= kif) (2p2). (IT1.63)
o . m

=5t o
Sadece hizlarn duvara dogru yonlenmis pargaciklar ona carpacagindan, birinci
integral, p.'in degerlerinin yarisi Gizerindendir. integrand p,’e gére cift oldugundan, bu

kisittama kaldirihp tim integral 2'ye bdllnebilir. Basing P, birim alana disen

kuvvetten soyle elde edilir:

F 21 . g \*? 3p?
P=—= /rfgﬁfliﬁﬁﬁi& =— [ &Fpin (—) exp (—i> :f_‘; . (IL64)

m m 2mm 2m

burada, denklem (II1.56), fi.'in denge bigimi igin kullanilir. ideal bir gazin standart
durum denklemi PV= Nk;T ile karsilastirildiginda f=1/kgT tanimlamasi bulunur.

(4) Entropi: Daha 6nce tartisildidi Gzere, Boltzmann H-fonksiyonu, tek pargacik OYF
pr'in bilgi igerigiyle iligkilidir. Buna karsilik gelen bir Boltzmann entropisi de
tanimlayabiliriz.

Sp(t) = —kgH(t), (111.65)
burada, kp sabiti, entropinin tarihsel kokenini yansitir. H-teoremi, dengeye
yaklasirken, Sz'nin zamana gore sadece ylikselebilecegini gerektirir. Agikca denge
digi durumlarda denklem (II1.42) ile tanimlanma avantajina da sahiptir. V" hacimli bir

kutunun iginde dengede olan bir gaz igin, denklem .(II1.56)'dan sunu hesaplariz.
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. N | e P> n p?
=V By —2rmkgT)* ?exp [ — 1 — | —
/( b V (2mmkpl) P ( 2-m.£‘3'1‘> { . ((217”3!‘:3']‘)31’2) QmF‘rB'Il

) n 3
= | () -3

(IT1.66)
Simdi entropi sdyle tanimlanir,
} 3 3, . N .
Sp = —kpH =Nkp 5+ 3 In (2mmkg1’) — In 7| (IT1.67)
Termodinamik bagintisi 7dSB = dE+ PdV sunu gerektirir:
OE| . 9Sp| 3 .
or|, =L ot |, 2 e
. oo o (I1L.68)
JOF . 0Sg Nkgl
P+ —| =I' —| = .
Vi, v, v

Tek atomlu ideal gazin alisiimis Ozellikleri, PV= NkgT, ve E=3NkpT/2, yukaridaki
denklemlerden elde edilebilir. Ayrica, bu klasik gaz igin (II1.67)’deki entropinin sifir

derece limiti, termodinamigin Uguncu yasasini ihlal ederek, yogunluk n’den bagimsiz

degildir.
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