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lll. Gazlarin Kinetik Teorisi

Ill.LA Genel Tanimlar

* Kinetik teori, (klasik) hareket denklemlerinden baslayarak bliyik sayida
parcaciklarin makroskopik ozelliklerini ¢aligir.

Termodinamik makroskopik 6znelerin denge davranigini, ig, Isl, ve entropi gibi
kavramlar araciligiyla tanimlar. Termodinamigin olgusal yasalari bize, bir sistem
dengeye ulasirken bu niceliklerin nasil kisitlandiklarini soyler. Mikroskopik seviyede,
bu sistemlerin, etkilesmeleri ve dinamikleri daha temel teorilerle makul derecede iyi
anlasilmig parcaciklardan (atomlar, molekiller) olustugunu biliyoruz. Eger bu
mikroskopik  betimlemeler  eksiksiz  ise, makroskopik  davraniglari  da
aciklayabilmeliyiz, yani dengedeki makroskopik durum fonksiyonlarini ydneten
yasalarl tlretebilmeliyiz. Kinetik teori bu amaca ulasmaya calisir. Ozellikle, su
sorulari yanitlamaya c¢alisacagiz:

(1) Hareketli parcaciklar sisteminde “denge’yi nasil tanimlayabiliriz?

(2) Tim sistemler, dogal olarak bir denge durumuna mi evrilirler?

(3) Tam olarak dengede olmayan bir sistemin zaman iginde evrimi nedir?

Calisilacak en basit sistem, termodinamigin hakiki ylUk beygiri olan seyreltik
(neredeyse ideal) gazdir. Gazin tipik bir hacmi 102 mertebesinde parcacik igerir.
Kinetik teori, gazin makroskopik 6zelliklerini, tekil atomik koordinatlarin hareketinden
ctkarmaya calisir. Herhangi bir  zamaninda, N pargacikli bir sistemin mikro durumu,
tim pargaciklarin konumlari ¢;(t) ve momentumlari p;(t) belirtilerek tanimlanir.
Dolayisiyla mikro durum, 6N boyutlu T = Hi\;l{fﬁ.ﬁ;} faz uzayinda bir u(t)
noktasina karsilik gelir. Bu noktanin zaman iginde evrimi su kanonik denklemler

uyarinca olur:

oG  OH
ot op;

1.1
op,  OH HLL
ot Jq;

burada Hamiltonyen H(p.q) koordinatlar q =1{q;,¢, -,qy} ve momentumlar
p = {p. P, ., Py} cinsinden toplam enerjiyi tanimlar. Mikroskopik hareket
denklemleri zamanda tersinme simetrisine sahiptir, yani eger tim momentumlar t=0

aninda birden tersine gevrilirse, p - —p , parcaciklar geldikleri yol Uzerinden geri
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donerler, q(t) = q(—t). Bu 6zellik, Hamiltonyenin T (p, q@) - (—p, q) donlsimu altinda
degismez olusundan gelir.

Bir ideal gazin makro durumu, termodinamik olarak formile edildiginde, E, T,
P, ve N gibi az sayida durum fonksiyonu kullanilir. Makro durumlarin uzayi, mikro
durumlarin doldurdugu faz uzayindan ¢ok daha klguktlr. Bu ylzden, ayni makro
durum M'ye karsilik gelen ¢ok bulyik sayida mikro durum u olmahdir.

Bu o6zellik, mikro durumlarin istatistiksel toplulugu kavramini getirir. Bir makro
durumun N tane kopyasi oldugunu ve her bir kopyanin, I' faz uzayinda bir bagka

temsili nokta u,,(t) ile tarif edildigini disinelim. (p, q) noktasi etrafindaki sonsuzkiiguk
dl' = ]‘L\:l d*p;d3q; hacmindeki temsili noktalarin sayisi  d\(p,q.t) olsun. Bir faz

uzayi yogunlugu, p(p, g, t), su sekilde tanimlanir:

dN(p.q.t)

p(p.q.t)dl = lim (11L.2)

Bu nicelik, dnceki bolimde tanimlanmis nesnel olasilik ile kargilastirilabilir. Agik¢a
f dl'p =1, ve p faz uzayinda, uygun sekilde normallestirilmis, olasilik yogunlugu

fonksiyonudur. Cesitli O(p, q) fonksiyonlarinin makroskopik degerlerini hesaplamak

icin topluluk ortalamalarini kullanacagiz,
(O) = /f?l";}[p.q.f](’_)[p.q), (IT1.3)

Mikro durumu u tam olarak belirtildiginde, sistemin bir saf durumda bulundugu

soylenir. Ote yandan, sistem hakkindaki bilgimiz, p(I') yogunlugu olan bir topluluktan
alinlyor anlaminda olasiliga dayal ise, sistemin bir karisik duruma sahip oldugu

soylenir. Dengeyi bir saf durum baglaminda tanimlamak zordur, ¢lnkd denklem
(Ill.1ye gore wu(f) zaman iginde surekli degismektedir. Denge, daha uygun bir
sekilde, karisik durumlar igin, 6numuzdeki bélumde tanitilacak Liouville denklemiyle
yonetilen, faz uzayr yogunlugu p(f)nin zamana goére degisimini inceleyerek

tanimlanabilir.

I1.B Liouville Teoremi

* Liouville Teoremi, faz uzayr yogunlugu p(I',t)’'nin bir sikistirilamaz akiskan gibi
davrandigini ifade eder.

ispat: (p, q) noktasi etrafindaki sonsuzkiiciik dI' =[], @5:d*3, hacmindeki dV
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sayidaki saf durumun hareketini takip edelim. Denklem (III.1)'e gore, ot siire sonra

bu durumlar bagka bir (p’,q") noktasi civarina gitmis olurlar, éyle ki,

Q' = Ga + Ga0t + O(5t%) Pl = pa + Padt + O(5t?). (ITL.4)
Yukaridaki ifadede, q, ve p, 6N koordinat ve momentumun her birini, ¢, ve p, ise
bunlara ait hizlari temsil eder. Baglangigtaki hacim elemani drI', kenarlari g, ve p,
olan bir hiper-kiip seklindedir. Jf zaman araliginda bigim degistirerek yeni hacim
elemaninin hesaplanan kenarlari goyledir:

Mo, o e
dq, =dqa + ,)ﬁdqa 5t 4+ O(6t%)
(

o . (I11.5)
C " - ) A
dpl, =dpy, + - [ dpaot + O(6t%)

IPe

ot mertebesine kadar, yeni hacim elemani  dr’ = [[V, d*p,’'d*g' olur. Denklem

(IT1.5)'den her eslenik koordinat gifti igin su yazilabilir:

._)‘Q _)Q - T
dq., - dpl, = dqy - dpg {l + ({ 4 + (,1” ) ot + O[_r)?‘z)} , (I1L.6)
Jdqe  Opa

Ama koordinat ve momentumlarin zaman igindeki degigimleri kanonik denklemler

(IT1.1) ile belirlendiginden,

(IIL.7)

dja 0 OH  I*H Opa 0 ( OH) _ OPH

0o 040 Opa  Opadge’ " Opa  Opa \ 00a) 04aOpa

Boylece, her koordinat cifti icin denklem (III.6)'daki izdliigsim alani dedismez, ve
dolayisiyla hacim elemani etkilenmez: dI'' =dI'. Baslangigta (p,q) noktasi

civarindaki dV saf durumlari, (p’,q') komsuluguna tasinir ama tamamen ayni hacmi

kaplar. dV'/dI' orani degismeden kalir ve p sikistirlamaz bir akigkanin yogunlugu

gibi davranir.
Sikistinlamama kosulu  p(p’.q’.t + d6t) = p(p,q.t) diferensiyel bicimde
soyle yazilabilir:
3N
dp  Jp dp  dpy dp  dgs
- — . . = (). X
dt Ot + ; (Upa dt + dq, dt (TL.8)

Op/0t ile dp/dt arasindaki farka dikkat edilmelidir: Ilki, kismi tlrev, faz uzaymnin belli

bir noktasinda p’daki degisimleri goOsterir, sonraki, toplam turev ise, faz uzayinda
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hareket eden bir akiskan hacminin degisimi gibidir. Denklem (III.1) denklem
(IT1.8)'de kullanilirsa,

; 3N ; ; ; ;
ap dp OH  Jdp OH
— = E : - = —{p, H}. I11.9
ot a=1 (df Jou U(f o efi™ df o {!) H} ( )

elde edilir. Burada, faz uzayindaki iki fonksiyonun Poisson parantezini kullandik:

3N .
JA OB oA OB

A B} = . — . =_{B, Al I1I.10

{ } azzl (U‘TO' IPa Ipa Uﬁ‘ﬂ) { ) ( )

(1) Zaman tersinmesini, (p,q,t) = (—p, q,—t), uyguladigimizda, Poisson parantezi

{p. H} isaret degistirir, ve denklem (II1.9) geregince yogunlugun degisimi tersine

déner, yani p(p, q,t) = p(—p, q, —t).
(2) Denklem (I11.3)’te verilen topluluk ortalamasinin zamana gore degisimi (denklem

(IT1.9) kullanilarak) soyle yazilabilir:

. i /)\ I [a %y [l vy
d{O) _/ T dp(p.q.t Z [dl"O (p.q) ,f.)”) ‘ T)H B }J;} ‘ ,UH '
dt ot Opa O0qn 04y Opg

a=1
(T11.11)

Yukaridaki esitlikte, p’'nun kismi tarevleri, kismi integral alma yontemi ile giderilebilir,

yani integralin sinirlarinda p sifir oldugundan [ fp' = — [pf’' . Béylece,

/) aN 90 - o5 oy 2 2
dt = Ipa 4o Oq¢a  Ipa IPadie o Ipa (I11.12)

_ / dCp{H, 0} = ({0, H}).

Dikkat etmek gerekir ki, zamana gore turev integralin icine alinamaz, yani

d (O} dp(p.q.t) .,
— N———O(p.q). e
7 #/df - 9P.a) (I11.13)

Sikga yapilan bu hata J(O) /dt =0 sonucunu verir!
(3) Eger toplulugun Uyeleri dengede bir makroskopik duruma karsilik geliyorsa,

topluluk ortalamalari zamandan bagimsiz olmalidir. Bu, duragan bir yogunluk
tarafindan saglanabilir, Op.,/0t = 0, yani,
{peq, H} = 0. (I11.14)

Yukaridaki denklemin olanakli bir ¢ozimd, peqnun H’nin bir fonksiyonu olmasidir,

yani  peq(p.q) = p(H(p.q)). Bu durumda {p(H),H} = p'(H){H.H} =0 oldugunu
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go6stermek kolaydir. Bu ¢ozliim, faz uzayinda, H'‘nin sabit enerji ylizeylerinde p’nun
degerinin sabit olmasini gerektirir. Bu, aslinda istatistiksel mekanigin temel
varsayimidir. Ornegin, mikrokanonik toplulukta, yalitiimis bir sistemin toplam enerijisi
E bellidir. O ylzden, toplulugun tim Uyeleri, faz uzayinda H(p.q) = E ylzeyi
Uzerinde bulunmahdir. Denklem (III.9) bu yilizey U(zerinde sabit yogunluktaki
noktalarin zamana gére durajan olmasini gerektirir. istatistiksel mekanigin
varsayimi, makro durumun gergekten de bu sekilde sabit yogunlukta mikro
durumlarla temsil edilmesidir. Bu ise, olasiligin denklem (III.2)deki nesnel
Olgusunun, bir 6znel olglyle degistirilmesine denktir.

Hamiltonyenle iligkili ve {L,.H} =10 kosulunu saglayan bagka korunumlu
nicelikler olabilir. Boyle niceliklerin bulunmasi durumunda, herhangi bir fonksiyon igin
peq(P:q) = p(H(p.q), L1(p.q), L2(p,q).---) biciminde duragan bir yogunluk vardir.
Acikca, sistemin zaman iginde evrimi sirasinda L, ’nin degeri degismez, ¢lnki

dLn(p,q) Ly (p(t+dt),q(t+dt))— Ly (p(t).qlt))
dt - dt

Z OLn P f)Ln. Jqa,
N dp ot rjqa ot (IT1.15)

[

. Z ('L)n ‘ ‘;:)’H' B r?Ln- ) U‘H) = {Ln.-’H} =0.

a=1 {Jll (') fj' e {J fj' (a3 {J 1! ) e

Dolayisiyla, peq'nun bu niceliklere fonksiyonel bagimliligi, sadece, tum erigilebilir
durumlarin, yani higbir korunum yasasini ihlal etmeyecek sekilde baglantil
durumlarin, esit oranda olasi oldugunu gosterir.

(4) peq icin yukarida verilen postilat, bu bélimin baginda ortaya konan birinci soruyu
yanitlar. Ancak, ikinci soruyu yanitlamak ve istatistiksel mekanigin temel varsayimini
dogrulamak igin, duragan olmayan yogunluklarin durayan ¢6zim p.q'ya yakinsadigini
gOstermemiz gerekir. Bu ise, yukarida (1)de bahsedilen zaman tersinmesi
simetrisiyle gelisir. p.Jya yakinsayan her p(¢f) ¢dzimil igin, zaman tersine
cevrildiginde p.q'dan iraksayan bir ¢6zim de olmaldir. Umulabilecek en iyi durum,
p(t) ¢bziimlerinin zamanin gogunda p.q; komsulugunda bulunmalari ve bdylece

zamana gére ortalamalarda duragan ¢o6zumun baskin olmasidir. Bu bizi, zamana
gore ortalamalar yerine topluluk ortalamalarinin kullanimini sorgulayan ergodiklik

problemine getirir. Herhangi bir sistemin 6zelliklerini 6lgerken denge toplulugunun
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sadece bir temsiliyle ilgileniriz. Oysa ki, cogu makroskopik 6zellikler anlik degerlere
sahip degildir ve bir bicimde ortalama alinmasi gerekir. Ornegin, bir gazin uyguladigi
P basinci, parcaciklarin kabin duvarlarina ¢arpmasindan olusur. Farkli zaman ve
konumlarda bu pargaciklarin sayisi ve momentumlari degiskendir. Olglilen basing,
cok sayida karakteristik mikroskopik zaman dilimi Uzerinden alinan ortalamayi
yansitir. Eger bu zaman Olgedi boyunca, sistemin temsili noktasi gezinip, faz
uzayindaki erigilebilir noktalari esit oranda orneklerse, zamana gore ortalama yerine
topluluk ortalamasini koyabiliriz. Az sayida sistem igin, ergodiklik teoremini, yani
temsili noktanin yeterince uzun bir zamandan sonra, faz uzayindaki tim erisilebilir
noktalarin diledigimiz kadar yakinindan gegecegini ispatlamak mumkundur. Ancak,
ispat genellikle, pargacik sayisi N'ye gore Ustel olarak biylyen zaman araliklari igin
gecerlidir, ve dolayisiyla ispatta ongoérilen zaman arahdi, bir gazin basincinin tipik
olarak olguldugu surelerden fazlasiyla uzundur. O derece ki, ergodiklik teoreminin

simdiye kadarki ispatlarinin, makroskopik denge gercegiyle pek ilgisi yoktur.
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