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I1.D Cok Sayida Rassal Degisken

Birden ¢ok rassal degiskenin varliginda, sonuglar kiimesi N-boyutlu bir uzaydir,
Sy = {—oo < X1, X2, t, Xy < oo}. (")rnegin, bir gaz parcaciginin konum ve hizini
tanimlamak alti koordinat gerektirir.
. Birlesik OYF p(x), x = {X1,Xs,...,xn} noktasi etrafinda dVx = H“’zl dr;
hacim elemaninda bir sonucun olasilik yogunlugudur. Birlesik OYF su sekilde

normallestirilir:
Px |:4._q :l = [(F""X E)‘[}C:I =1. IEIIE:ZJI

Sadece ve sadece N rassal degisken bagimsizsa bilesik OYF tekil OYF’lerin

garpimina esittir,

N
p(x) =] pil=) - (IL.33)

i=1
o Kosulsuz OYF, rassal degiskenlerin bir altkiimesinin davranisini, digerlerinin

degerlerinden bagimsiz olarak tanimlar. Ornegin, bir gaz parcaciginin sadece

konumuyla ilgileniyorsak bir kosulsuz OYF, verili bir noktada tium hiz bilesenleri

lizerinden integral alarak tanimlanabilir, p(7) = [ d*7 p(F,7); daha genel olarak
N
pley,- -, rm) = / H de; plar, -+, on) . (I1.34)
Y i=m4l

e Kosullu OYF, rassal degiskenlerin bir altkimesinin davranigini, digerlerinin
belirtilmis degerleri icin tanimlar. Ornegin, belli bir X noktasindaki parcacigin hizi igin
OYF, p(?|X) ile gbsterelim, birlesik OYF p(¥|x) = p(X,v)/N ile orantilidir.

p(¥]|%)’nin normallestirimesiyle bulunan oranti sabiti,
N = /rIBFp[.F. v) = plI), (I1.35)

X noktasindaki parcacigin kosulsuz OYF’sidir. Genel olarak, kosulsuz OYFler Bayes

Teoremi’nden elde edilir:

, o play, ) e
PLILs " idiyy | Imals "y Iy = — - (I1.36)
plomat, - -, TN
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Dikkat edilirse, eger rassal degiskenler bagimsizsa kosulsuz OYF kosullu OYF’ye
esittir.

e Bir F(x) fonksiyonunun beklenen degeri, dnceden oldugu gibi bulunur:
(F(x)) = fd‘wx p(x)F(x) . (I1.37)

e Birlesik karakteristik  fonksiyon, birlesik OYF’nin  N-boyutlu Fourier

donustmunden elde edilir:

N
plk) = <cxp —'E-Z kjx; > . (I1.38)
i=1
e Birlesik momentler ve birlesik kiimiilantlar sirasiyla p(k) ve Inp(k) ile turetilir:

6‘" T L-j o 6‘" "N
fpTMR2 Ny i e ok =
Lz L’i(—eﬁﬁ'ﬂ} L}‘(—i,ﬂ,-ﬁj} {aﬁ—a‘&-ﬂ-j} plke=0)

o M a8 ™ I
frftah? o) = , o | —— ik =
\WLp L TN /e L_f(—?:vr\'lj} L_”_'i’i*'ﬂj} {m—ﬂ'ﬂ}'} Inplk =0)

Onceden tanimladigimiz grafiksel bagintilar, birlesik momentler (etiketlenmis

(IT.39)

noktalarin tim o&bekleri) ile birlesik kimulantlar (baglantili 6bekler) arasinda da
uygulanabilir. Ornegin,
(rarg) = {ta), (xa), + (rars), . ve

(I1.40)

{32 Y Fo2

. . — y 2 e N o2 Foe N 9/ I U B
\Talg) = \Ta) \Tg), T \To) (T3}, T 2 \Talg), (Ta), T \TaTa),

(xaxﬁ)c baglantili korelasyonu, eger x, ve Xxg bagimsiz rassal degiskenler ise
sifirdir.

e Birlesik Gauss tipi dagiim, denklem (lI1.15)in N tane rassal degisken igin
genellestiriimis halidir,

1 1 . i o
NETLETI exp | 3 Y (CY), 0 Em = A (0 — An) | (1[.41)

p(x) =

burada C bir simetrik matris, ve C ' onun tersidir. Normallestirme garpanini bulmanin

en kolay yolu, C'yi kosegenlestiren birimsel matrisi kullanarak, y, = x; — 4;
degiskenlerine bir dogrusal donusum uygulamaktir. Bu iglem, normallestirmeyi,

varyanslari C'nin 6zdegerleriyle belirlenen N tane Gauss fonksiyonunun ¢arpimina
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indirger. Ozdegerlerin ¢arpimi, det[C] determinantidir (Bu ayrica, C matrisinin pozitif
tanimli olmasini gerektirir). Buna karsilik gelen birlegik karakteristik fonksiyon benzer

yoldan elde edilir,

=

i~ . 1 r .
fl':k:' = eXp [—e'ulx'ﬂ'.-,)'tm - E(-_Tmn'l*'m 'E"n:| ' (11.42)

ki bu gdsterimde indisler Uzerinde toplama kurali uygulanir.

Buradan, Gauss fonksiyonunun birlesik kimdilantlari In p(k) kullanilarak bulunur,
-i:-f'm:i',_. =Am . '::'r'.l'.ua-'f':lt 2:'{. =Chn (I1.43)

daha yiksek derece kiimilantlarin timu ise sifirdir. {4,} = 0 6zel durumunda,
dagihimin tek momentleri sifir olup, momentleri kimdulantlar cinsinden ifade eden
genel kurallar geredince ¢ift momentler, ilgili rassal degiskenlerin tim ikili gruplama

yollari Uzerinden toplayarak elde edilir, ornegin,
(warprerd) = CapCed + CacCbd + CadChe. (IL.44)

Bu sonug bazen Wick teoremi. diye anilir.

Il.E Rassal Degiskenlerin Toplami ve Merkezi Limit Teoremi

X = Zf’zlxi, toplamini ele alalim. Burada x; rassal degigkenler, ve bunlarin birlegik

OYF’si p(X) olsun. X'in OYF'si,
N—-1
pxlr) = /JNX plx)d (.e' — Z .ri) = / H dr; ploy, Ty 1,0 — Ty —TN_1),
- * i=1
(I1.45)

yazilabilir ve ona karsilik gelen karakteristik fonksiyon (denklem .(11.38) kullanilarak)

soyledir:

N
E:‘_"{ I: .IL :I = <L'}{l’) —1 IIZ .-!'j; > = f: If_ 3.'1 = 3.'-3 — e = 'E"N = .IL :I . I‘II—I_-rr :I

j=1

Toplamin kimdlantlari, In p,.(k), ifadesi agilarak,
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N (_il)2 N
_11_1 J!":r I:.I._'-]_ — ,:(2 _- - = ':l'f\" = .P,':I = ?'.Fl' Z '::J'gl::'c | ' :,2 ! Z :j:.l!'fl‘r_',gj:'c [ -y |LII-"1:T_II
i1=1 1,12
soyle bulunur:
N N
PR O T L N fope e (T1.48)
"._:'1 -"IC — Z 'I ;‘,_."C . ':._\}L fo — Z 'I 14 -?-"IC " e, |,L II—.I:b J|
i=1 ]

Eger rassal degiskenler bagimsizsa, p(X) = Ilpi(x), ve py(k)= Tp, (k).
Denklem (11.48)'deki ¢apraz kiimilantlar sifirdir, ve X ‘in ninci kiimilanti basitge tekil
kiimilantiarin toplamidir, (X™),=YN _(x").. N rassal degiskenin tiimii bagimsiz
olarak ayni p(x) dagilimindan alindiginda, (X™). = N (x™). olur. Bu ise daha &nce
binom dagihmi igin elde edilen sonucun genellesmis halidir. N'nin blylk degerleri
icin, toplamin ortalama degeri NN ile orantilidir, ortalama etrafindaki dalgalanmalar ise,
standart sapmayla élciildigu tizere, ancak VN gibi buyir. y = (X —N (x).) / VN,
rassal degiskeninin ortalamasi sifir, kiimilantlari ise (y™),. o« N*? bicimindedir.
N'yi sonsuza goétirdigimiz limitte sadece ikinci kimilant sifira gitmekten

kurtulacagindan, y’nin OYF’si normal dagilima yakinsar:

: 211 r; — Nz}, 1 ) e TT A6
A,JEIL- ply= N = == ~g7 3 | (I1.49)

A =T l! - = "-.‘I ‘-.-"('

(Hatirlatmak gerekirse, sadece birinci ve ikinci kimualanti olan tek dagihm Gauss tipi
normal dagilimdir.)

Cok sayida rassal degiskenin toplami igin OYF’nin normal dagihma
yakinsamasi, bu tip toplamlarin siklikla karsilasildigi istatistiksel mekanik baglaminda
¢ok onemli bir sonucgtur. Merkezi limit teoremi bu sonucun daha genel bir bigimini

ifade eder: Rassal degiskenlerin bagimsiz olmasi gerek sart degildir, ginkl denklem

m/2
(11.49)'un gecerliligi igin Zﬁ'___,im(xil X )e K O(N ) kosulu yeterlidir.

II.F Buyuk Savyilar icin Kurallar

Makroskobik sistemlerin denge 0&zelliklerini tanimlamak igin, istatistiksel

mekanigin mikroskobik serbestlik derecelerinin ¢ok blylk sayisi N ile ugrasmasi
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gerekir. Gergekten de, bazilarini bu bélimde gorecegimiz gibi, N — o termodinamik
limiti ahindiginda bir takim sadelegtirmeler olur.

Termodinamik limitte tipik olarak Ug tir N bagimlili§i kargsimiza gikar:

(a) Yogun nicelikler, 6rnegin sicaklik 7, ve genellestiriimis kuvvetler, basing P, ve

manyetik alan B gibi, N'den bagimsizdirlar, yani O(NO).

(b) Kapsamsal nicelikler, Ornedin enerji E, entropi S, ve genellestiriimis
yerdegistirmeler, hacim V, ve miknatislanma M gibi, N ile dogru orantilidirlar, yani
ON).

(c) Ustel bagimhlik, yani O(exp(Ne)) ise ayrik mikro durumlari sayarken, veya faz

uzayinda uygun hacimleri hesaplarken karsimiza ¢ikar. Diger asimtotik bagimhiliklar

da bastan gozardi edilemez. Ornegin, sabit yogunlukta N tane iyonun Coulomb

2 5/3
enerjisi O /R ~ N bigiminde artar. Bu tip bagimliliklar giindelik fizikte nadiren

karsimiza cikarlar. lyonlarin Coulomb etkilesmesi ters yUkli diger iyonlarla hizla
perdelenir, ve toplam enerji kapsamsal bir nicelik olur. (Astrofizik problemlerinde
durum béyle degildir ¢linkii kitle cekim enerjisi perdelenemez. Ornegin, bir kara
deligin entropisi kutlesinin karesiyle orantihdir.)

Istatistiksel mekanikte siklikla (istel degiskenlerin toplamlari veya integralleriyle
kargilasiriz. Asagida verilecek sonuglar sayesinde bu tip toplamalarin termodinamik
limitte yapiimasi oldukga basitlegir.

(1) Ustel niceliklerin toplanmasi

Asagidaki toplamda

S=) & (I1.50)
her bir terim pozitif ve N'ye Ustel olarak bagiml olsun,
0<E;~ (j."f(u:{p[_:"f@-f ]). (IL.51)

ve terim sayisi ' de N'nin bir kuvvetiyle orantili olsun. Boyle bir toplam yerine, en
blylk terimi £€,,,, Su anlamda yaklasik olarak kullanilabilir. Toplamdaki her terim

icin 0 < &; < &,,4x Oldugundan,
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Bir yogun nicelik InS/N teriminden asa@idaki bicimde sinirlanmis olarak

tanimlanabilir:

mEpex  InS _ mEpe  InN

< . 11.53
N NN 'N %)
N o< N igin InV'/N terimi blylk N limitinde sifira gider, ve
. InS In& ‘
,}E‘l; N _.-.:rnm = “max (11.54)
(2) Eyer Noktasi integrali
Benzer sekilde, su bigimdeki bir integral
1= fﬂh: exp (No(x)) (IL.55)

yaklagik olarak integrandin maksimum degerine esit alinabilir. Bu maksimum deger,
¢(x) fonksiyonunun maksimum oldugu Xx,,. noktasindadir. Bu nokta etrafinda

acarsak,

T = ]ti.r exp {N {r} (Fmasx ) — é " (Fmas )| (T — Trnax j2 + - } } . (I1.56)

)

Maksimum noktasinda birinci tirev ¢/ (2max) sifirdir, ikinci tirev @ (z,..) ise

negatiftir. Seriyi ikinci derecede sonlandirdiimizda sonug

]
. AT . _"\'r T . J‘_| f g'r'l AT A . .
T ny VO (Tmax) [riJ.‘ exp | ——|d" (Tmax )| (T — Tmax )| 2 4/ — NTma) TLET)
DL " b | -’\'l{ﬁ”r‘lr -:ll I !
J < VAV IPT T max

olur. Burada integrali alinan bdlge [—o0,o0] araligina genisletilmistir. Yapilan makul bir

yaklagsimdir ¢unkl Xx,... noktasinin komsulugu disindan gelen katki ihmal edilecek

kadar kuguktar.

Yukaridaki sonuca iki tur dizeltme yapilabilir. Birincisi, ¢(x)’in X,,4.. Civarindaki

acihminda daha yuksek dereceli terimler vardir. Bu dizeltme tedirgeme terimleri gibi
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gortlebilir, ve 1/N‘nin kuvvetleri cinsinden bir seri verir. ikincisi, fonksiyonun baska

O(exp{ =N (Tmax) =0(71ax)]})  yerel maksimumlari olabilir. Xmax NOktasindaki bir

maksimum, benzer bir Gauss tipi integral getirir ve bu denklem (11.57)’ye eklenebilir.
Tabi ki bu katkilar mertebesinde daha kuguktur. Tum bu duzeltmeler termodinamik

limitte sifira gittiginden,

1 _ _ _ .
) + O N I = dlrmas) - (IL5S)

I; InT li [ 7 \ 1 | (_-'w'"r|f.-';”|:-f'111a.}: ||
1Im —— = 1111 Lrali s ) ——mn|
Ny [ ke max N Dt

integrallerin alinmasinda eyer noktasi metodu, yukaridaki sonucun daha genel
integrandlara ve integral yollarinin kompleks duzleme genellestiriimesidir (Kompleks
dizlemde uygun ekstremum bir eyer noktasidir.). Yukarida sunulan basitlestiriimis
bicimi bu dersin amaglari igin yeterlidir.

e N'in buylk N degerleri igin Stirling yaklasiklidi ifadesi, eyer noktasi integraliyle

elde edilebilir. NVi bir integral olarak temsil etmek igin su sonugtan baslayalim,

- J_ . N
/ dre” " = —. (I1.59)
Jo x
Her iki tarafin a’ya gore Ustlste turevlerini aldigimizda,
N i n:!
deeNe 0% = (I1.60)

Yukaridaki sonug sadece tamsayi N icin gegerli olsa da, analitik sirekliligi kullanarak
her N igin soyle bir fonksiyon tanimlamak mimkuindur:

[(N+1)=N!= / " deaV e, (T1.61)

Jo

Denklem (11.61)'deki integral tam olarak denklem (11.55) bigciminde olmasa da, yine
benzer bir yodntemle alinabilir. integrand, ¢(x) =Inx —x/N olmak (zere
exp(N¢(x)) seklinde vyazilabilir. Ustel fonksiyonun Xx,.. = N noktasinda bir
maksimumu vardir, bu noktada ¢(x,0) =InN—1, ve ¢"(x4y) = —1/N2.

Denklem (I1.61)deki integrandi bu nokta etrafinda acarak, ve integrali [—c0,00]

araliginda alarak,

Sayfa 8 www.acikders.org.tr



istatistiksel Mekanik | U Dﬁl( Ders Notu

= (r —N)?) ~ NVe N2rN, (IL.62)

N~ / drexp(NInN —N — o

bulunur. Stirling formuli denklem (11.62)’in logaritmasi alinarak elde edilir:

T/
1]

1 1
InN!'=NInN —N + 5 In(27N) + O(—=). (I1.63)

I1.G Bilgi, Entropi, ve Tahmin

e Bilgi: Bir rassal degisken ele alalim i =1,...,M olmak Uzere, ayrik sonuglar

kiimesi S = {x;} ve gerceklesme olasiliklari {p(i)} olsun. Bilgi teorisi baglaminda, bir
olasihk dagiiminin bilgi iceriginin belli bir anlami vardir: Rassal degigkenin N
badimsiz sonucundan bir mesaj olusturalim. Bu mesajdaki her karakter i¢cin M farkl

olanak oldugundan, mesajin N In,M bitlik gériindr bilgi igerigi vardir; yani bu miktarda
ikili bitlik bilgi, mesaji tam olarak iletmek igin aktariimahdir. Ote yandan, {p(i)}
olasiliklari olasi mesajlarin tipini sinirlar. Ornegin, eger p,>> p; ise, iginde x,'den gok

X1 igeren bir mesaj olusturmak c¢ok olasi degildir. Ozellikle, blyUk N limitinde, mesajin

+
her sembolden “kabaca” {IV; = Np;} tane igcermesini bekleriz. Dolayisiyla, tipik
mesajlarin  sayisi, {N;} kez kullanilan {x;}'nin ka¢ degisik bigimde

dizenlenebilecedinin sayisina tekabul eder, ve su multinom katsayisiyla verilir,

N! , ,
9= —r (T1.64)
H;.:l 'h.é'

Bu, mesajlarin toplam sayisi M"”den cok daha kigciktir. Olasi g dizilimden bir

tanesini belitmek igin
M
Ing g~ —N Z p; Ing p; (for N — o), (I1.65)
i=1

kadar bitlik bilgi gerekir. Son sonuca ulasirken InN! icin Stirling yaklasikhg

+
Daha agikgasi, N —oo limitinde, Np; =V N aralidinin diginda bir N; bulma olasilgy,

N'nin Ustel fonksiyonu kadar kiiguktr.
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kullaniimistir. Ayni sonuca asagidaki egitlikler kullanilarak da ulasilabilir:

N M N M
1= (Zflz) = Z N H {:—rl g HIJ::"' Pi IlIIﬂﬂJ
{ N} i=1 S i=1

1

son asamada, Onceki bolimde agiklandigi gibi toplam yerine en buyuk terimi
alinmistir.

Shannon Teoremi, N denemede hatalarin oraninin, N —oo limitinde sifira
gitmesini saglamak igin gereken minimum bit sayisinin In,g oldugunu daha kesin
sekilde ispatlar. Her tekdlze olmayan dagilim igin, bu deger, bagil olasiliklar Gzerine
hi¢ bilgi olmadi§inda gereken bit sayisi NIn,M’den daha azdir. Dolayisiyla, aradaki
farkin deneme basina disen miktari olasilik dagihminin bilgi icerigi olarak atfedilir, ve
soyle yazilir:

M

I{{pHl =t M+ pilnap; . (T1.G7)

i=1
« Entropi: Denklem (l11.64) istatistiksel mekanikte, A farkli bilesenin karigimi

baglaminda siklikla karsimiza ¢ikar; dogal logaritmasi karisma entropisi ile iligkilidir.

Daha genel olarak, her olasilik dagilimi igin bir entropi tanimlayabiliriz:
M
S=—=> pli)lup(i) == (lnp@@)) . (IL.68)
—

Bu entropi, minimum degeri olan sifiri, delta fonksiyonu dagiimi p(i)= 0;; icin, bir
maksimum olarak InM degerini ise tekdiize p(i) =1/M dagihmi igin alir. Dolayislyla,
S dagihmin yayginhginin (dizensizliginin) bir ol¢lsldir, ve rassal degiskenler
{x;}lerin degerlerine bagl degildir. f; = F(x;) biciminde bire-bir esleme entropiyi
degistirmezken, bire-cok esleme dagihmi daha diizenli yapacagindan S azalr.

Ornegin, iki deger x; ve x, ayni f,'ye eslendiginde entropideki degisim soyledir:

tpln 2 | <0 (1L.69)

AS(ry,00 — f) = |p11n
P+ p2 P+ p2

« Tahmin: Entropi S, ayni zamanda olasiliklarin 6znel tahminini sayiya dokmekte

kullanilabilir. Hi¢ bilgi olmadiginda, en iyi Onyargisiz tahmin M tane sonucun esit
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derecede olasi olmasidir. Bu, entropisi maksimum olan dagilimdir. Eger ek bilgi
varsa, onyargisiz tahmin, bu bilginin getirdigi kisitlar altinda entropiyi maksimize
ederek elde edilir. Ornegin, eger (F(x)) = f oldudu biliniyorsa, su ifadeyi maksimize
edebiliriz:

Sle, d, "‘I)’é}:l = — fo[j:l mpli) —a (Z ple) — ]_) -3 (Z ple) Fle;) — ]‘) . (IL.70)

burada Lagrange carpanlari o ve S sirasiyla, normallesme ve (F(x)) = f kisitlarini
hesaba katmak Uzere alinmigtir. Optimizasyonun sonucu bir p; o« exp (—fF(x;)) ,
dagiimi olup f’'nin degeri kisit tarafindan belirlenir. Bu islem keyfi sayida kisit igin
genellestirilebilir. Kolayca gorulebilir ki, eger bir dagiimin ilk » momenti (ve
dolayisiyla n kimalanti) belirlenirse, dnyargisiz tahmin ninci derece bir polinomun
ustel fonksiyonudur

Denklem (11.68)in bir benzeri olarak, sirekli bir rassal degisken (S, =

{—o0<x< w0}) igin bir entropi tanimlayabiliriz:
S =— / dep(x) Inp(r) = —{lnp(x)) . (IL.71)

Ancak, bu tanimlamada bazi problemler vardir, $’nin birebir esleme altinda degismez
olmamasi gibi (f = F(x) degisken déniisimi sonrasinda entropi (|F'(x)|) kadar
degisir) Bir kanonik donusimun Jacobiyeni bire esit oldugundan, kanonik eslenik
ciftler, klasik istatistiksel mekanikte koordinatlar igcin uygun bir segenek sunarlar.
Surekli degisken ayriklastirilirsa belirsizlikler giderilir. Bu kuantum istatistiksel
mekaniginde oldukga dogal olur, ¢unkl orada durumlarin bir ayrik merdiveniyle

calismak genellikle mumkundar. Faz uzayinin ayriklastirilmasi i¢in uygun hacim

Planck sabiti A tarafindan belirlenir.
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