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Il. Olasilik

II.LA Genel Tanimlar

Termodinamigin yasalari, makroskobik cisimler hakkindaki gdzlemlere
dayanir, ve onlarin termal dzelliklerini kapsar. Ote yandan, madde, hareketleri klasik
veya kuantum mekaniginin temel yasalariyla yonetilen atom ve molekullerden olusur.
ilkesel olarak, makroskobik bir cismin davranisini, bilesenleri hakkindaki bilgiden
turetebilmek mimkin olmali. Bu, énimuzdeki derslerde kinetik teori tarafindan ele
alinacak problemdir. Aslinda, asiri ¢ok sayida pargacigin tum dinamigini tanimlamak
hayli goz korkutucu bir istir. Gosterecegimiz gibi, bir makroskobik sistemin denge
Ozelliklerini tartismak igin, bilesimindeki parcaciklarin davranisini tamamiyle bilmek
gerekmez. Gereken tek sey parcgaciklarin belli bir mikroskobik durumda bulunma
olasiligidir. istatistiksel mekanik, dolayisiyla, sistemin dziinde olasilikgi bir tarifidir.
Olasiliklarla calisma asinali§i, bu ylzden istatistiksel mekanigin 6nemli
onkosullarindan biridir. Buradaki amacimiz, olasilik teorisinde bazi 6nemli sonuglari

g6zden gegirmek, ve dersin geri kalaninda kullanilacak gosterimleri tanitmaktir.

inceleyecegimiz kavram, mimkiin sonuclart S = {x;,x,,...} olan, x rassal
degiskenidir. Degiskenin sonuglari, bozuk para atiminda Spara = {tura, yazi}, veya zar
atiminda Szar = {1,2,3,4,5,6} oldugu gibi ayrik, veya bir gaz pargaciginin hizinda
S3 = {—0 < vy, vy, v, <} veya sifir sicaklikta bir metalin elektronunun
enerjisinde S, = {0 < € < €} oldugu gibi stirekli olabilir. Bir olay E, sonuglarin
herhangi bir alt kiimesine verilen addir (E € S), ve bir p(E) olasiigi tanimlidir;
ornegin p.a({1})=1/6, veya p.({1,3}) =1/3. Aksiyomatik bir bakis agislyla,
olasiliklarin asagidaki kosullari saglamasi gerekir:

(i) Pozitiflik: p(E)> 0, yani, olasilik negatif olmamalidir.
(i) Toplanabilirlik: p(A veya B) = p(4) + p(B), eder A ve B bagimsiz olaylarsa.
(iii) Normalizasyon: p(S)=1, yani rassal degiskenin S’nin icinden bir sonucu olmalidir.

Kullanim agisindan, cesitli sonuglara olasilik degerlerini nasil atayacagimizi
bilmek isteriz. Burada iki yaklagim mumkuanddr:

(1) Nesnel olasiliklar, deneysel olarak, rassal degiskenin pek ¢ok denemesinde

bir sonucun hangi siklikla ortaya ciktigindan elde edilir. Eger rassal islem N

kere tekrar edilirse, ve 4 olayi N, kere ortaya ¢ikarsa olasilik:

Sayfa 2 www.acikders.org.tr



e

istatistiksel Mekanik | udbMk Ders Notu
p _"‘I'*'T.Jl
A)= lim —.
PR N—oo N

Ornegin, bir zar N = 100, 200, 300 kez atildiginda, sonucun 1 geldigi
durumlarin sayisi N; = 19, 30, 48 olabilir. Elde edilen oranlar, .19, .15, .16,
Pzar({1}) icin gittikce daha glvenilir bir tahmin verir.

(2) Oznel olasiliklar, gelecek sonu¢c hakkinda kesin bilgi eksikligiyle ilgili
belirsizliklere dayanarak bir teorik tahmin saglar. Ornegin, p.r ({1}) =1/6,
degerlendirmesi, zar atisinda alti farkli sonucun mimkun oldugu ve zarin hileli
olduguna dair bir siphemiz yoksa her sonucun esit derecede muhtemel
oldugu bilgisine dayanir. istatistiksel Mekanikte tim olasilik degerlendirmeleri
0znel tabanhdir. Olasiliklarin bu 6znel degerlendirmesinin sonuglari dlgimlerle
sinanmali, ve sonuglar hakkinda daha fazla bilgi elde edildijinde gerekirse

yeniden degerlendirilmelidir.

II.B Bir Rassal Degisken

Ayrik rassal degigkenin 6zellikleri iyi bilindiginden, biz burada konumuzla daha

ilgili olan surekli rassal degiskenlere odaklanacagiz. Sonuglari gergel sayilar olan bir
x rassal degiskenini ele alalim, yani S, = {—co<x<co}.

e Birikimli olasilik fonksiyonu (BOF) P(x), sonucun x’den kiigiik herhangi bir deger
olma olasihgidir, yani P(x) = prob.(E C [—oo, x]). P(x) X'in tekdiize artan, ve sinir
degerleri P(—) = 0 ve P(+) = 1 olan bir fonksiyonu olmalidir.

e Olasilik yogunlugu fonksiyonu (OYF) p(x) = dP(x)/dx bigiminde tanimlanir. Bu
nedenle, p(x)dx = prob.(EC [ x, x + dx]). Bir olasilik yogunlugu oldugundan

pozitiftir, ve su sekilde normalize edilir:

prob. (&) = / de ple)=1. (I1.1)
Ayrica, p(x) olasilik yogunlugu oldugu icin st siniri yoktur, yani 0 < p(x) < c.
e Rassal degiskenin herhangi bir F(x) fonksiyonunun beklenen degeri soyle

tanimlanir:
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(F(x)) = f da plx)F(x) . (I1.2)

2
F(x) fonksiyonunun kendisi de, OYF’si p(f)df = prob.(F(x) C [f,f + df]) olan, rassal

bir degiskendir. F(x)= f denkleminin birden fazla x; ¢dzimi olabilir,

dr

dF | ._.

(I1.3)

fldf = Zp Jdr;, —  prl. Z; ()

|dx/dF| garpanlari, x‘den F‘ye degisken dénlisiminin Jacobiyen'leridir.. Ornegin,

2
p(x) = Aexp(=A|x])/2 ve F(x) = x fonksiyonunu alalim. F(x)= f, esitliginin iki ¢6zimi
vardir: x, = +,/f, Jacobiyenleri ise |+f~1/2/2|'dir. Dolayisiyla > 0 oldugunda,

Nexp (=
Pr(f) = %exp(—kg’?) ( CJV,JrD exp V’?} |

2V7
ve f < 0 igin pa(f) = 0. Dikkat edilirse /=0 noktasinda ps(f) (integrali alinabilir) bir

%’f‘

iraksaklik sahibidir.

e OYF’nin momentleri, rassal degiskenin kuvvetlerinin beklenen degerleridir. n’inci

moment soyle yazilir:

g, = (") = fci,t.'p{xj x"™, (IT.4)

e Karakteristik fonksiyon, dagilimin momentlerini elde etmemizi saglar. Acikca,

OYF’nin Fourier dénisumi olup su sekilde tanimlanir:

plk) = {t'-‘_"i'm: f{hpf ) e (I1.5)

OYF, karakteristik fonksiyonun ters Fourier donusumuyle tekrar elde edilebilir:

1

5= [ dkp(k) et (IL6)

plr) =

Dagilimin  momentleri, lﬁiﬁ'} fonksiyonunu &'nin  kuvvetleri cinsinden acgarak
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bulunur:

o = (—ik)™ = (—ik)" L L
plk) = <Z - _:_'!!' T >: Z . ;!' (™) . (I1.7)

n=»(0 n=(

Herhangi bir xo noktasi etrafinda OYF’nin momentleri de su seri acilimiyla bulunabilir:

(k) = (e (e = 20)") (IL3)

e Kumdiilant lreten fonksiyon, karakteristik fonksiyonun logaritmasidir. Seri agilimi

dagilimin kimulantlarini su sekilde verir:

- 4]

(™) . (I1.9)

fc

Inplk) =

Momentler ve kiimilantlar arasindaki bagintilar, denklem (II.7)de verilen p(%) ‘nin

logaritmasini acarak ve asagidaki esitligi kullanarak bulunabilir,

In(1+e) =Y (=)= (IL.10)
n=1

z

iIk dort kiimilant, dagihmin, sirasiyla ortalama, varyans, “skewness”, ve “curtosis’

degerleri olarak adlandirilir, ve momentlerle su sekilde ifade edilir:

||I I‘l

I:‘u ‘I.n':‘c = II'.L!:."I 1
2 pooy
() ={(?) = (2)?
VE e AL T , ‘
L L ) Y (IT.11)
{ It = {1 — a4 = " " " "
) =A{r7) 3 S Wi+ 2 (x
P A B A _ .-f 3 () — ! Y- Joay g a2 IR
(%), = (%) —4 (=) ) —3{x*)” +12(x") (x)" =6 {x)".

Kamdulantlar, bir OYF’yi tanimlamanin kullanisli ve 6zlG bir yolunu sunarlar.

Onemli bir teorem momentlerin kiimilantlar cinsinden kolayca hesaplanmasini
saglar: ninci kimulanti, grafiksel olarak »n tane noktasi bulunan, baglantili bir dbek
olarak temsil edelim. Burada minci moment, m noktanin tim olanakli altbdlimlerini,

daha kuguk (baglantili veya baglantisiz) Obeklere toplayarak elde edilir. Her
altbolumun toplama katkisi, temsil ettigi baglantih kimulantlarin ¢arpimidir. Bu

sonucu kullanarak ilk dort moment kimulantlar cinsinden sdyle hesaplanir:
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5 ; 2 5 (I1.12)
foedh 3, (12N ) £
W7 ) =T #:'c 4+ 3¢ WET ) AT o + £
{ AN —.“f x / 3\| ) .-' 2\ _x 2\ Y. ;o d
(=) LA (x), + 3ty +64a%) ()l + (r), .

istatistiksel fizik ve alan teorisinde cesitli diyagramatik hesaplama ydntemlerinin
baslangic noktasi olan bu teorem, denklem (I.7) ve (I1.9Yde p(k) icin verilen
ifadelerin esitlenmesiyle basitge ispat edilir

o0

Z f i}‘ (™) = exp [Z E_EA jm :| HZ{ — ff—r‘e':c)pn] (IL13)
. !

n=1 N P

ifadenin iki tarafindaki (—ik)'" terimlerinin katsayilari esitlenirse
f _ P i 47
(™) = E | | s (™)™ (IL.14)
i. n Pﬂ H

Toplam Uzerinde bulunan » " np,, = mkisiti, yukarida verilen grafiksel yoruma
karsilik gelir: sayisal carpan m tane noktay! n noktali {p,} 6beklerine bélme yollarinin

sayisidir.

II.C Bazi Onemli Olasilik Dagilimlari

Bu bolumde, siklikla karsilasilan U¢ olasiik dagiliminin  ozellikleri
incelenecektir.
(1) Normal (Gauss tipi) dagiim OYF’si agsagidaki gibi olan, surekli, gergel, rassal

degisken x’i tanimlar:

. 1 (T — A\)2 . .
plr) = ——; exp [_%] _ (I1.15)
A -

Buna karsilik gelen karakteristik fonksiyon da Gaussiyen bigimindedir:

. = 1 T — )2 k22 ) .
p(k) = f_ o s exp [—% —?;,e,-,[.} — exp l—-:'.ﬁ-,\— : } . (IL16)

-

Dagiimin kimdlantlar In p(k) = —ikA — k202/2, ifadesinde  denklem  (IL.9)

kullanilarak bulunabilir:
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Dolayisiyla, normal dagihm ilk iki kimudlantiyla tamamiyla tanimlanir. Bu durum,
denklem .(l1l.12)'de verilen 6bek acilimina dayali momentlerin hesabini oldukca

basitlegtirir:

{r) =X,

\ !

s

.J:g} :f;:'2 -|—)\2:
(%) =302\ + A3,

ut.-“ —30? 4+ 60207 £ A2,

(I1.18)

s .-""'\-\. -

-~

Normal dagihim, alan teorisindeki tedirgemeli hesaplarin gogunda baglangi¢ noktasi
olarak kullanilir. Yiksek dereceli kimulantlarin sifir olmasi, tim grafiksel hesaplarin
bir noktali ve iki noktali dbeklerin (propagator olarak bilinir) ¢arpimini icermesini

gerektirir.
(2) Binom dagilimi: Rassal bir degiskenin olasi iki sonucu A ve B, bunlarin goreli
olasiliklari p, ve pp =1 — p, olsun (6rnegdin bozuk para atigl). N denemede A

olayinin N, kez olma olasiligi (6rnegin 12 denemede 5 kez tura gelmesi) binom

dagilimiyla verilir

TN _'H"l'r N N A ’ .
pavifa) = ( Vi )zﬂ-‘-pﬁ Va (IL.19)

Denklemdeki ¢arpan,

N N o
Lh):mmw_mﬂ' (11.20)

(pA—I-pB)N ifadesinin binom acgilimindaki katsayilar olup, N, tane A ve Nz = N — N,

tane B olayinin olasi dizilimlerinin sayisini verir. Bu ayrik dagihm icin karakteristik

fonksiyon soyle yazilir:

1_

- AT N
JLhN I-rli’l]-l —ikNa \ = Z '\r T ‘!.‘ 1J| LUA f*'g N € N = “JAF —ik + E]B)
\'_4_[:'
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Bunun sonucu kimdulant dreten fonksiyon

Inpa (k)= Nln(pae ™ + pg) = Nlnp(k), (I1.22)

olup, In pi(k)ise tek bir deneme icin kiimiilant ireten fonksiyondur. Dolayisiyla, N
denemeden sonraki kiimulantlar basitce tek bir denemedeki kiimilantlarin N katidir.
Her bir denemede N, igin izin verilen degerler pp olasiligiyla O ve p4 olasiligyla 1
oldugundan, her ¢ icin{N% } = pa. elde edilir. N deneme sonrasinda ilk iki
kimulant soyle olur:

(Na)e=Npa , (N3),=N(psa—p3) =Npaps - (11.23)

Ortalama civarindaki dalgalanmalarin bir 6lglsu, varyansin karekdkl olan standart
sapma ile verilir. Binom dagiliminin ortalamasi A ile dlgeklenirken, standart sapmasi
ancak VN ile buyir. Dolayisiyla, bagil belirsizlik blyik N igin daha kiglk olur.

Binom dagilimi, bir takim {4,B,...,M} sonuclar {p4,ps, ...,px} olasiliklariyla ortaya
cikiyorsa, basitce multinom dagilimina genellestirilir. {N,4,Np, ...,Ny;} sonuglarini N =

N,4+Np +N,; denemede bulma olasiligi sudur:

. N! Na N _. ._
PN I:{_-""s'r_gl. Ng.,---, _-""s'r_n,j}] = TU'P?}%P};B .. .j,i‘--f . (I1.24)

_-""sr_gl!_-""krgf A

(3) Poisson dagilimi: Poisson isleyisinin klasik érneg@i radyoaktif bozunumdur. Bir
parca radyoaktif malzemenin 7'zaman araligi boyunca gézlenmesi sunlari gosterir:
(a) Bir ve sadece bir olayin (bozunum) [¢,t+dt] araliginda gergeklesme olasihgi, dt
sifira giderken dt ile orantilidir.

(b) Farkli zaman araliklarindaki olaylarin olasiliklari birbirinden bagimsizdir.

T araliginda tam olarak M tane bozunum gézlemleme olasiligi Poisson dagilimiyla
verilir. Bu dagihm, T araligini, blyUkliga df olan N = T/dt > 1 tane dilime
bélerek binom dagiliminin bir limiti olarak elde edilir. Herbir dilimde p= adt olasilikla
bir olay olurken, g = [—adt olasilikla hi¢ olay gergeklesmez. dt araliginda birden
fazla olay olmasi olasihgi asir kiguk oldugundan igleyis binom dagihimina denktir.

Denklem (II.21) kullanilarak, karakteristik fonksiyon soyle yazilir:
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plk) = (pz'-‘_ﬂ" + q}n = lim [1 + adt (e7% — 1]}”‘[f

e " _'er'l _ ; =
Lim = exp [Q[c IJT] . (I1.25)

Poisson OYF denklem (I1.6)'daki ters Fourier donisimi ve Ustel fonksiyonun kuvvet

serisi acilimi kullanilarak,

= . 0 . o0y M
IJ{J.‘] = \[_-x gj— exp [t‘l:‘ (t"‘_ik _ l) T+ ?l-JE\-.E::I — F—OT ﬁx. %Fikr 1;0 %6_1;‘-‘“ |
' (I1.26)
elde edilir. k integrali alindiginda
= dk , , ‘
f :}—r-‘”z"':x_*""f:' =d{r—M). (I1.27)
e AT
oldugundan, sonug:
) ol )M ) .
par(z) =) T %m - M) . (I1.28)
m:l:l 4 "

—aT M
Dolayisiyla M tane olayin olasihgi, p,i(M) = e (aT) /M!. Dagihmin kiimilantlari

su ifadeden elde edilir:

ik ‘ ‘
(— | ) , = (MT"),=aT . (I1.26)
Y

Inpor(k) = -f._‘l:'Tl::E‘_ik —1)= r_m-TE

n=1

TUm kimilantlar ayni degerde olup, momentler denklem (I1.12) kullanilarak bulunur:

(M) = (aT), (M?*)=(aT)*+(aT), (M*)=(aT)®+3(aT)*+ (aT).  (IL30)
Ornek: Galaksimizdeki yildizlarin n yogunlugunda rasgele dagildiklarini varsayarsak
(acikgasi gerekgesiz bir varsayim) en yakin yildizin R uzaklikta olma olasiligi nedir?

Kiicik bir dV hacminde bir yildiz bulma olasiligi ndV, ve bu olasiliklar birbirinden
bagimsiz oldugundan, bir /" hacmindeki yildizlarin sayisi, denklem (I1.28)'de verildigi

gibi, @ = n olan bir Poisson dagilimina sahiptir. ilk yildizla R uzaklikta karsilasma
3
olasihdl p(R), merkezin etrafindaki V' = 4nR /3 hacminde sifir yildiz bulma olasiligi

2
pui{0) ile R yarigapinda dV =4nR dR hacme sahip kabukta bir yildiz bulma olasiligi

Sayfa 9 www.acikders.org.tr



; ‘&%
Istatistiksel Mekanik | udbMk Ders Notu

Pna(1)in carpimina esittir. Her iki olasihk da denklem (I1.28) kullanilarak

hesaplanabilir, ve dolayisiyla

p(R)dR = ppv (0) ppav (1) —e—4mR’n/3 —4r R'ndR ArR%*ndR.

dar

o : (IL.31)
— p(R) =dn R nexp (——Ran) :

3
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