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Degerlendirme Problemleri & Coziimleri
Uglincii sinif i¢i sinav 28/11/07 Carsamba guni, 14:30 — 16:00 arasi
yapilacaktir. 26/11/07 Pazartesi gunu sinav de@erlendirmesiyle uygulama saati
olacaktir.
Sinav kapali kitaptir, ama isterseniz tek sayfa formul kagidi getirebilirsiniz.
Sinav tamamen asagidaki problemlerin bir altkimesinden olugacaktir. Dolayisiyla,
bu problemlerle tanisik ve rahatsaniz, surprizlere yer olmayacaktir!
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Asagidaki bilgileri yararli bulabilirsiniz:

Fiziksel Sabitler

Proton kutlesi
Planck sab./2n
Stefan sabiti

Elektron kltlesi
Elektron Yuku
Isik Hizi
Boltzmann sabiti

Mme =~ 9.1 x 1073 kg
e~ 1.6x10719C
cas 3.0 x 10%ms™!

kp ~ 1.4 x 1072 JK ! Avogadro sayisi

my, ~ 1.7 x 10727kyg
h~1.1x1073% st
10— 8 Wm 2K~

No 2= 6.0 x 10%mol 1

o A3 5.7T %

Cevrim Carpanlari

latm = 1.0 x 10°Nm =2 14 =10"1%n leV =1.1 x 10*K

Termodinamik

dE =7TdS+dW Gazigin: dW = —PdV Telicin: dW = Jdx

Matematiksel Formiiller

7!

e T "t R
fD (E,I a1t oe = —nFT

i
252

oo .
J_. drexp {—-z.n‘:zr —
—00

(=ik)™ /_ny
mn! W)

.*'\’(,—-I'-k:c> _ Zf:.)
cosh(z) =1+ 35_? + Si_? R

d boyutta birim kirenin ylzey alani

2 / -
—} = V2mo?exp

_
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In(e=hy =30
sinh(x) = o + 3;-? + % 4.

2ﬂ_d__x2

Sa = (d/2 1)
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1. Debye—Hiickel teorisi ve halka diyagramlari: Virial agihmi, gaz basincini, n = N/V
yogunlugu cinsinden analitik bir agilim olarak verir. Uzun erimli etkilesmeler, ideal gaz
durum denkleminde analitik olmayan duzeltmelere yolagabilir. Klasik bir 6rnek,
Debye-Huckel teorisinde, bir kimulant aciimindaki tum halka diyagramlarinin
toplanmasiyla hesaplanan, plazmalardaki Coulomb etkilesmesidir.

Kolaylik agisindan, genel yik dengesini saglamak igin, dizgin bir arka plan
pozitif yik yogunlugu Ne/V icinde hareket eden N elektronlu bir gaz dusunudn.

Coulomb etkilesmesi su bicimi alir

UQ:LV@%—@}J- ve V‘((}'):iﬂ(ﬂ —c.
i<}

c sabiti arka plandan gelir ve birinci derece duzeltmenin sifir olmasini saglar, yani
Jd*qv(@) =o.
(a) V(@)’nin Fourier donlisiminin asagidaki bigimde oldugunu gdsteriniz

D@y [¥/e? egera£0
- 0 efer 2 =0

e V(§)'nin Fourier donlisimu orijinde tekildir, ve agik olarak sdyle tanimlanabilir

Vi) = “l%f BV (i)e® T,

w = 0’daki sonug, ¢’nin tanimindan hemen gelir. @ # 0 igin,

2 2

¥ 3 . — € -'_;'_4__}-_'—'-" - 3 — € - q—
V(@) = lim [ d*q —c)e® T = lim [ d%7 et d—=

e—0 dmg e—0 4dmq

T O 2
. y e aan 2 € iwg cos 8—eq
= lim |27 sin #df g-dg| — e
e—0 0 0 dmq
o0 eiwqf.sq _ Cf'é.wqfeq
- dyg
0 w

Cim o (L L)y < V.2
_sl—‘n%JQiLu iw—€& dw—He — 2% w22 ) W2

(b) <u5)2 icin kimdlant aciliminda, sadece bir halka olusturan diyagramlari tutacagiz;

| B

[Ev]

bu halkalar asagidakiyle orantihidir:

P Pqey, . L. o oo
Ry 2/ vy Y- @Vie—a) Ve - @)

Fourier dontusumlerinin 6zelliklerini kullanarak sunu gosteriniz
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B 1 A3
Tyt (27.‘—)3

Ry V(@)

° <ug)g icin kimulant agiliminda, sadece bir halka olusturan diyagramlari tutariz. Bu

diyagramlarin tlegsim fonksiyonuna katkisi soyledir,

Re = f T o V@ - 2)VIg2 —78) - V(G — G

v .
1 £—1
- [ f BE Ty - d3F PGV (F1)V(Fa) - V(Fer)V (ZT)

i=1

burada, i=1,2,---,{—1 olmak Uzere, yeni degisken kimesi {X; =q; — Gis1}i

kullandik. Dikkat edilirse, integrand g,’den bagimsiz oldugu igin

£—1
Ry = 1% / /d3:ir‘1d.3fg---dgi‘g_lli(fl)l/‘(fg)---V (— H) .
o o \ j

Ters Fourier donusumu kullanilarak,

integral su hale gelir,

1 » 4 smme s gm s g
R, = - d3;17 ...d_SI o V(G e ™ TV (D ]C_?WQ'IQ
£ (,) )3£1 i—1 . £—1 i 2
o gl

Asagidaki esitlik kullanilarak

d3q . .
—iw-q _ 03 &

27)? @)

su bulunur
1 . . fE1 .
Ry = W/] (H O(&r — &) "(-Jk)dgﬁk) d*,
iy k:l

ve sonucta

i 1 B -,
Ri=—— | — V(@)
¢ 1[,’E—l / (gﬁ)?;l/( ]

(c) <ug>2’de olusturulan halka grafiklerinin sayisinin sdyle oldugunu goésteriniz.

NI (C—1) (£=1)
X ~

Ae
(N —0)! 2 7 V-

Sy =

(D) &v-ric-sa | Sayfa 4 www.acikders.org.tr
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° (‘u )¢de olusturulan halka grafiklerinin sayisi, toplam N tane pargacik iginden ¢

tanesini segmenin yollarinin sayisi,

(N —0)
ile £ tane pargacigi bir halka icinde dizenlemenin yollarinin sayisi,

(!

20
carpilarak verilir.
Kesirdeki pay, halkanin noktalari Uzerine £ tane etiketi dagitmanin yollarinin sayisidir.
Bu, paydada gorulen, birbirine denk duzenlemelerin sayisi kadar fazladan sayim
icerir. 1/2 carpani saat yonune ve tersine dizenlemelerin denkliginden (yansima)
gelir, ve halkanin baslangic noktasinin secimi i¢in ¢ tane denk secgenek vardir

(dénme). Bundan dolayi,

. N o N (-1
,Sg — - - W — = - - X —.
(N=0)! 20 (N -1 2

N > figin, N(N — 1) -+ (N — £ + 1) = N? yaklasgikhigini kullanirsak,

(6 —1)!
D)

&

Nt

Sp ==

Bu sonucu dogrulamanin bir bagka yolu timevarimdir. £+ 1 uzunlugundaki bir halka,
¢ tane baglanti iceren halkanin varolan ¢ tane noktanin igine bir fazladan nokta
ekleyerek olusturulabilir. Boylece, Sy,; =Sy X (N —¢f—1)xfolurve S, = N(N —1)/2
ile baglandiginda yukaridaki sonuca ulasilir.

(d) Halka diyagramlarinin katkilarinin su sekilde toplanabilecegini gdsteriniz,

D

In Zhalka =1In Z[} - Z

Arwtdw 2 ] k2D
.‘HanU——/ 2n)? l(:) —111( wz)]

burada, k = \/Be2N/V Debye perdeleme uzunlugunun tersidir.

(— ,(5) ¢

SeRy

(lpucu: In (1 + x) = =¥, (— x)!/¢ agihmini kullanin.)

e Halka diyagramlarinin katkisi sdyle toplanir,
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,3)
In Zhaka = In Zp + Z SeRy
(6 — 1) e 1 dB3S -,
=InZy —|—Z 7 N Vi1 (Qﬁ)a]/(u;)

_ } ¢
—l;‘l w -dw l -"3;\" -,
= InZy + —/ @R p (‘TWw))
drw )dw 1/ Ne\*
1112'0—|-—/ 9- (_L—;)
> —l;lu. '}:\r€ *5\ ¢’
=InZy + —/ (27 )2 [ Vw2 —In (l + Ve )} .

burada, In (1+x) = - X5 ,(—x)!/¢ esitligini kullandik. Son olarak, k = /fe2N/V

yerine kondugunda,

v drwidw [ kN2 K2
In Zhaka = InZp + + 5 / 3 “—) —1In (1+—2j-|.
= Jo \ < /]

T’T} L\WI \ W

(e) Onceki siktaki integral, x = x/w degisken déniisimiyle ve kismi integral alimiyla

basitlestirilebilir. Nihai sonucun sdyle oldugunu gosteriniz,

Voo
In Znaka = In Zy + K
127

e x = k/w degigsken donusumu yapmak, ve kismi integral almak su sonucu verir,

o 9 -\ 2 2 . X0 { . . o
/ w?dw {(h) —In (l + hz)} = h‘3/ % [1‘2 — In(1 + 1‘2)]
0 w 0 T
[ dx 5 20 ] 2k /"“ de  wr?
1422 3 Jy 1422 37

sonug olarak,

- Ve
TR T/ 3

1
In Zhaka = In Zp + 2 3 =InZy+ 1o

(f) Yukaridaki halka diyagramlarindan basinca gelen duzeltmeyi hesaplayiniz.
« ideal gaz basincina Debye-Hiickel yaklasikligindan gelen diizeltme sdyledir,

P = kpr [ 120k
oV T.N

d (Vi3
= P+ kgl (m) |

_p keT [ N\
Y 24r \kpTV )
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ideal gaz davranisina gelen diizeltmenin analitik olmadigina ve bir virial serisi olarak
ifade edilemeyecegine dikkat ediniz. Bu, Coulomb etkilesmesinin uzun erimli

dogasindan kaynaklanir.

(9) Iki pargacik arasinda bir V(G — G') etkin potansiyelini, diger tim parcaciklarin
koordinatlari Uzerinden integral alarak tanimlayabiliriz. Bu, bir kimulant agiliminda
perturbatif olarak hesaplanabilen bir beklenen dedere denktir. EgJer sadece
parcaciklar arasinda dongusuz diyagramlari (halkalarin benzeri) dahil edersek,

elimizde,

T/ - ri— — . b ({3@ d (E - — vy = I
V(i-7)=V(@-7)+Y (-pN) / Vl e V(@ V(@ - @) V(@ - 7).
(= /

—

Bu toplamin, perdelenmis Coulomb etkilesmesi V(4) = exp (—k|d|)/(4m|d|)’ye
gOturecegini gosteriniz.
o Etkin potansiyel V(4 —')’yi tanimlamak, ve déngiisiiz diyagramlar {izerinden

toplamak sunu verir,

.l
= o . d*q d*q L o
V(G —-q") =V —q7)+> (—BN) / ... “Hq V(@1 —q2) - V(de—q")
=1

—

U ~ a’.gq,_, L o
=V(@ —q')— BN / Vlv(q ~ @ V(@1 — )

L &7, 27
R e e A AU A R

Su gosterim degisikliklerini yaparak,

—f —

TE? fgzg. I3 EI T4z(}'2. TgE(f{
Vlg = V(Tl — ?2) ve n = _\"r/l"r.

sunu yazabiliriz,

Vio = Via — 3n f d®T3V13Va0 + (On)? j A T3d> T4 V13V a4 Vo — - - -

Ters Fourier donlisimini ((a) sikkindaki gibi) kullanarak ve x;; = x; — x; gosterimiyle

d3 75 - (T in-D At T
'1/1) =V 12 — 15’32/ (,) )6L(¢13)*yfw32)(=—L(113 Wis+Tan u.gg)d3w,13d3w.32 I
vy

ve (a) sikkindaki gibi delta fonksiyonunu kullanarak,

Sayfa 7 www.acikders.org.tr
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E%} N { w d W ~ - . . - _
1/12 — ]/-12 — n / %.«)3 (W13 — Uup) ]/{wl.})]/(w‘gg) CXp[;rl T — Ty - w‘32] 4.
, _ et 2 o
=Vi2 — [n (7_)_ []/(w ] expl@d - Tio] + - -.

Bu sonucu genellestirip, ¥ = X;, seklinde alttakilari kaldirarak,

V) (3

- — (— fn)f [
V2=Vt ) e |
p=1 \°/

[—

\__l
E'?I.
£l

Son olarak, dogrudan potansiyelin (ilk terim) Fourier dontisimini dahil etmek sunu

verir,
. 2L ({35 20+ { 2 2£ 3
. _ € y - iTw cos
mzf(*zrﬁ( &b Z/ 2 Qf+’ ‘
=0
50 o 1£ 0 Y, 1
—1)e® rr\2 :
:f dw E 7( —~ (—) f etTweost g s
0 —0 27‘ w |
= e? 2sin rw «— ¢ (K2
B “or2 > (-1 (_)
2 W W
0 s w 1—0 w

. 1 /.x €2 €1:rh,y —iTKY -1 p
= - K — 1.
272 2-3.:1‘11';,' y2+1

Rezidu teoremi yoluyla karmasik duzlemde integrali aldigimizda,

? E"'Q e—RT . e~ K E-_Qt-_—h'l’
12 = p p . :.‘T = .
2r 2z drx

Baslangigtaki gOsterimimizi hatirlarsak, x = |¢ — ¢'| = |q|, perdelenmis Coulomb

potansiyelini elde ederiz.
2 o—r|T|
ir g

3k 3k 3k 3k ko kok

2. Virial katsayilarr: d-boyutlu uzayda, ikili merkezi potansiyel V(r) ile etkilesen

parcaciklarin bir gazini disundn, burada potansiyel séyle tanimhidir,

+o eger0<r<a,
V(r) =4{—¢ egera<r<b,
0 egerb <r < .

(a) Ikinci virial katsayisi B,(T)’yi hesaplayiniz, ve yiksek ve disuk sicaklik

davranisini yorumlayiniz.

(D) &v-ric-sa | Sayfa 8 www.acikders.org.tr
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e ikinci virial katsayisi,

1
By = —5f 112 {exp[—6V(r12)] = 1},

ifadesinden baslayarak, r;, = |7, — 7| olmak (izere, soyle elde edilir,

1| fe | b :
By = -5 [/ dd?‘lg(—lj —|—/ dd?’lg (E'JE — 1)]

1 . . . o
=-3 {Va(a)(=1) + [Va(b) — Vg(a)] - [exp(Be) — 1]},

burada
Sd QTTd/Q
V. _ Fd d _ 4
)= = Gap =

d-boyutlu uzayda r yargapl kirenin hacmidir. Dolayisiyla,

1 o1
By(T) = 31-"Q(b) ~3 exp(3e) [Va(b) — Va(a)].

Yuksek sicakliklar igin exp (Be) = 1+ fe, ve
By(T) = %ma‘) - ; [Va(b) — Va(a)].
Cok yuksek sicakliklarda, fe « 1, potansiyelin sert ¢ekirdek kismi baskindir, ve
Va(a).
Dusuk sicakliklarda, g > 1, ¢ekici bilesen on plana ¢ikar, ve
By = —% {Va(a)(=1) + [Va(b) = Va(a)] - [exp(Be) — 1]}
~ —2 Valb) - Valo)] exp(32).

B, < 0 sonucunu verir.

(b) Asagidaki esisil sikistirilabilirlige ilk dizeltmeyi hesaplayiniz.

B 1 oV
T — 7 5o
V OP|; o
e Esisil sikistirilabilirlik soyle tanimhdir,
o — 1 oV
T =~ 3
VOP|p
Su ifadeden,
P N N?
= — Ba,
el VO vE®
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sabit sicaklik ve pargacik sayisi igin, sunu elde ederiz,

f;.;:r dP = —;l,;dv — 2B, g—itﬂ
Dolayisiyla,
ov 1 1 L Ve ( 1 )
ar T.N kpT N/V?2+2B,N?/V3 NkpT \1+2B3N/V )’
ve

v 1 1% N
= = 1—-28B5— .
"= NkgT (1 +232N/v) NkgT (l 2B 1)
(c) Yuksek sicaklik limitinde, durum denklemini van der Waals bigiminde dizenleyiniz
ve van der Waals parametrelerini belirleyiniz.
e ikinci virial katsayisiyla tanimlanan diizeltme dahil edildiginde durum denklemi
sOyledir,

PV N
NigT LTy

B,’nin yUksek sicaklik limitindeki ifadesini kullanarak,

A
NkgT ~— 2V

{Va(a) = Be[Va(b) = Va(a)]}

ve

pa N v Va(a)] =k Y (1 Ry,
+ Qvga[ /a(b) — Vila)] = kp v + oV Zdala) ).
n = N/V degiskenini kullanarak, ve dusuk derisimler icin asagidaki yaklasikhktan
yararlanilirsa,

-1

" y - n i - _i L ; ; _{“\r ; N
L+ 2Vaa) ~ (1- 2va(@) = (t - ydm)

durum denklemi su hale gelir,

2~ .
(P + 12.2_. [Ird(b) _ Id(ﬂ”) . (V _ %Vd{a)) _ NkpT.
Bu ifade, bilinen van der Waals bigcimine donusturulebilir,

(P —an?)- (V — Nb) = NkgT,

burada,

Sayfa www.acikders.org.tr
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E" J.
a=3 [Va(b) — Va(a)]. ve b= 31"}((1).
(d) b = a (sert kure), ve d = 1 i¢in, UgUncu virial katsayisi B;(T)’'U hesaplayiniz.
e Tanim geregi Uguncu virial katsayisi soyledir,

By=—3 / dhrd® f(r) (') f(r =),

burada, sert gekirdekli bir gaz icin

V(r) _1_{—1 eger0 <r <a,

f(r)Eexp(—kBT 0 egera<r< o

Bir boyutta, katkilar sadece, f(r) = f(r) = —1 olan 0 <r, ve r < a bélgelerinden

gelir. |x| =, |y| =r (yani —a < x, ve y < a) gosterimlerini kullanarak,

Bi=—z [ da | ay-fa-w=3 /| (-1) = 22 (2a)* = %,
’3 —a —a '3 —a<r,y<a,—a<r—y<a '-)‘8

integral alinan ilgili alan asagida cizilmigtir.

y

3k 3k koK ko kok

3. Dieterici denklemi: Bir gaz Dieterici durum denklemini saglamaktadir:

P(v —b) = kpT exp (I.‘B('ITI‘) ,

buradav =V/N.

(a) Kritik noktada Pv/kgT oranini bulunuz.

Sayfa www.acikders.org.tr
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e Kritik nokta, asagida tanimlanan bikutlme noktasidir,

f‘ =0 ve 82P| =0.
v |T N v |T N
P 3
basing P

ozgul hacim v_

kT a kT a a 1
exp | — = oxXp | — —
o—b P\ T o—b P\ T hgTo ) \GgTe2 v —b

P’nin birinci tUrevi,

or
v

0

T..N v

a 1
=P — ,
(ﬂcBTlfz v — b)

ikinci tlrevi ise
T.,N - a [P (;“'B.TUQ - v — b):|

. ()P a 1 p 2a 1
 Ov \ kpTv?2  v—b kgTv3  (v—0)2)"

Buradan, v, ve T, soyle belirlenir,
a 1 2a 1

— — 0.
keTo?  ve—b ve

d?P
A2

cozUmler ise,
(2}
e = 20, ve | kT, = o

Kritik basing sdyle bulunur,

P kT, a _a
T e—b P\ kgl ) T a2t

ve su orani verir,

(@) oo | Sayfa
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Feve 92 1007
;l’-BTC

van der Waals gazi igin bu oran,

bazi gercek gazlar igin ise,

(Pc”c) —0230, ve (P‘f“c) = 0.291.
kgl, su kT, Argon

(b) Esisil sikistirilabilirlik  k:'y1, v=wv, i¢in, T —T/nin bir fonksiyonu olarak

hesaplayiniz.

e Esisil sikistirilabilirlik soyle tanimlanir,

ve (a) sikkindan gu verilir,

aP
duv

a 1
=r — .
'Tc,,_-‘\'r (JEL‘BT\]_‘Q (e b)

Bu ifadeyi v = v.'de t = kzT — kgT, cinsinden actigimizda (T > T, i¢in) su bulunur,

oP
v

t,

-P( a l)N Poabt 2P,
r.n  \la/dbrt)42 b)) b a  wkpl.

ve dolayisliyla,

kpT,. 1 be?
AT = =

2P, t  2kp(T — 1)
Unutmayiniz ki herhangi bir analitik durum denklemini agcmak, sikistirilabilirligin
Iraksamasi igin ayni basit kutbu verecektir.

(c) Kritik esisil egrisi Uzerinde basinci (v —wv.)’nin sifirdan farkh en kiguk
mertebesine kadar aginiz.

o T =T, kritik esisil egrisi Uzerinde soyle bir Taylor-serisi agilimi yaptigimizda

oP 1 9°P 1 &P

b ] e - ] — ) - 1 — 1 2 - ] — ) 3 R
P(v,T.) = P, + En TC‘UC(I ve) + 51 92 Tc,-pc(l Ue) +3! 508 TC‘FC{L. Ve )T A
Kritik noktada ilk iki terim sifirdir, ve
Sayfa www.acikders.org.tr
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T.v. o CE)U g"'}3’]1"3"3 - (l-‘ — b)Q

ovd
Ga 2
=L (L‘B'ch;l " (ve — b)3)

- 2p3°

Bunu P (v, T,)'nin Taylor agilimina yerlestirdigimizde sonug,

oy )3
P(,T.) = P. (1 - u) .

1253
ve denk olarak,

r
1=

fv 1\
(\;—1) .

3k 3k 3k 3k %k k kok

[UNT ]

4. ki boyutlu Coulomb gazi: Alani A = L x L olan iki boyutlu bir kutuda N tane pozitif

ve N tane negatif yukli klasik pargaciklarin karisgimini disinin. Hamiltonyen

soyledir,
2N - 2N
NP N cesInla —
H > 5 > cicjInl|g — |
i=1 "~ i<j

burada,i =1,...Nise ¢; = +c, ve i = N+ 1,...2N ise ¢; = —c, pargaciklarin yuklerini,
{q;} ve {p;} siraslyla koordinat ve momentumlarini gosterir.

(a) Dikkat edilirse, etkilesme teriminde her ¢ift sadece bir kez goérunur ve kendiyle
etkilesme, i = j, yoktur. Kag cift icin itici, ve kag tanesi igin ¢ekici etkilesme vardir?

e N tane pozitif yiklli, N tane negatif yikli pargacik vardir. Bu nedenle N - N = N2
ters yukla cift bulunur ve ng = N2. Benzer yuKkler igin, pozitif yikli N tane
parcaciktan veya negatif yukli N tane parcaciktan ciftler secebiliriz. Bu nedenle,

benzer ciftlerin sayisi,

) :\IT 9 _\r! I —
ﬂitiCi =aX 9 =4 X m =N (_\ — 1)

(b) Ulesim fonksiyonu Z(N, T, A) icin {G;} ve {p;} Uzerinden integraller cinsinden bir
ifade yaziniz. Momentumlar Uzerinden integralleri alin ve koordinatlarin katkilarini,
{G;}'nin kuvvetlerini iceren bir garpim olarak, e'™* = x esitligini kullanarak yeniden
yaziniz.

e Ulesim fonksiyonu sdyledir,
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‘?
Z(N, T, A) = o0 2;?4\ fHd‘q AP exp ;32 o + _.-'3’2 ciciIn|q; — 4|

i<j

)\4\ ]Hff giexp [BIn|qd: — ;] ,

burada A = h/,/2mmkgT. Ulesim fonksiyonu ifadesini daha sadelestirerek,

Z(N.T.A) = g \*l)ﬁfﬂ‘fﬁ’lﬂfh—q (Beie;,

1<)

burada, e "* = x olusunu kullandik.
(c) {q;} Uzerinden integralleri kesin olarak almak mimkin olmasa da, Z’nin A’ya

bagimliigi, koordinatlarin basit bir yeniden Olgeklendirilmesiyle, ¢; = g;/L, elde

edilebilir. (a) ve (b) siklarindaki sonuclari kullanarak Z o A2N=B<iN/2 oldugunu
gosteriniz.
e Bu problemde gériinen tek uzunluk dlgedi sistem boyutu L ile belirlenir. ifadenin

d; = ¢;/L kullanilarak yeniden 6lceklenmesi sunu verir,

2N

Z(N,T,A) \4\ \*‘ f]___[ {2(“1 ngc‘ﬂtﬁ’—(fj’|'gc‘03.

i<j
Etkilesimin gekici (Bc;c; = —Bc5) oldugu N? tane, ve fitici (Bc;c; = fcg) oldugu
N(N — 1) tane terim oldugunu hatirlayiniz. Dolayisiyla,

2N
Z(N,T,A) = [N . IBGN(N-1) | [— JCD\QW/HJQL H|q£ _ 7 |Pees

i<lj
= [AN-BNG 7 (N T, A = [)? = 1) x AZN-BN/2,
clinki A = 2
(d) Bu gazin iki boyutlu basincini hesaplayiniz, ve ylksek ve dusuk sicaklik
davraniglarini yorumlayiniz.

e Basing¢ suradan hesaplanir

19z % 2N =BeiN /2,
P 554 o = ;LBT()—l In (.1 ZO)

_ 2NkgT N 2

=kpT (2N — 300_\/2) 1 94
Yuksek sicakliklarda,
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2_\?;\BT
A 7
ifadesi, 2N tane parcacigin ideal gaz davranigidir. Basing su sicaklikta negatif olur

P =

ﬂ::%,
4kp

ki bu fiziksel degildir, parcaciklarin gekimlerinden dolayi ¢dkmelerinin gdstergesidir.
(e) Dusuk sicakliklardaki bu fiziksel olmayan davranistan, herhangi iki parcacigin bir
a mesafesinden daha yakina gelmesini engelleyen bir sert gekirdek eklenerek
kaginilir. iki uzunluk 6lgegi a ve L'nin bulunmasi, (c) sikkindaki élcekleme analizini
supheli kilar. N =1 igin Ulesim fonksiyonunu inceleyerek, onceki sikkin sonucunu
gegersiz kilacak bicimde ulesim fonksiyonunun hesabinda kisa mesafe olgegi a’nin
onemli hale geldigi T, sicakhgi igin bir tahminde bulununuz. Bu sistemin dusuk ve
yuksek sicakliklardaki fazlari nelerdir?

e Sistemin tamamen g¢okugsunden (bir tek noktaya), herhangi iki pargacigin bir a
mesafesinden daha yakina gelmesini engelleyen bir sert ¢cekirdek itmesi eklenerek
kaginilir. iki parcacik igin (yani N = 1) tlesim fonksiyonu simdi séyle verilir:

1 J f
Z(_\T — lT_—l) = F‘/d‘?(}‘ldzqﬁ A |(Fl _ (?2|—_;3cg‘

ra

Bu integrali almak icin, dnce kiutle merkezi ve bagil koordinatlara geginiz:
- 1, -
Q =501 +q2),
7 =q1—{q2.

Kltle merkezi Uzerinden integrali almak sunu verir,

& L
A [ 3.2 2mA f 5.2
d?—o —JjC‘O ~ ff-‘-_’{ . ql—;jCD

Z(N=1,T.A) = [ &7 4 d
At M,
L p
L 2mA PP | 9mA L2P% o2 %
M2 A 2 — f3cd

a
Eger 2 — fc3 < 0 ise, L — oo limitinde,

o_ 3.2
7 2w A a2 P
M2 ,.:13(:%"

kisa mesafe kesmesi a ile, 2 — fc3 > 0 oldugunda ise integral, (c) sikkinda alindigi
gibi, sistem boyutu L ile kontrol edilir. Bundan dolayi kritik sicaklik fc3 =2 ile

kestirilebilir, ve sunu verir,
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bu deger T2’dan 2 kat blyUktur. Dolayisiyla disik sicakliklardaki fiziksel olmayan
¢Okus, sert gekirdeklerin 6nemli hale geldigi daha yuksek sicaklikta etkisizlestirilir.
Yuksek sicaklk (T > T,) fazi bir ayrismis plazma; disuk sicaklik fazi ise bir giftlesmis
dipoller gazidir.
s sk ke ke ok ok

5. Bir boyutlu gazin kesin ¢dézuimleri: istatistiksel mekanikte, kesin olarak ¢dziilebilen
cok az etkilesen pargacik sistemi vardir. Bu tur kesin ¢ozumler, cesitli yaklasimlarin
guvenirligini  kontrol etmeyi sagladiklari i¢cin ¢ok onemlidirler. Kisa erimli
etkilesmelerle bir boyutlu bir gaz, bu tlr ¢ézulebilir bir durumdur.

(a) Daha uzak komsularla etkilesmeleri perdeleyen sert ¢ekirdekli bir potansiyel igin

N tane pargacigin Hamiltonyeninin goyle yazilabilecegini gosterin.

N 2 N

jin T \

H = E ()71.4, E ]/(’tl —Ti_1).
s

(Ayirt edilemez) pargaciklar, {x;} koordinatlariyla isaretlenmigtir, oyle ki
0<z; <o <---<xy <L,

burada L pargaciklari sinirlandiran kutunun uzunlugudur.

e Her i pargacidi sadece bitisik pargaciklar i — 1 ve i + 1 ile etkilesirler, ¢unki bu eb
yakin komgularin sert ¢ekirdekleri diger pargaciklarla etkilesimi perdeler. Dolayisiyla
sadece en yakin komgu etkilesmelerini ele almamiz gerekir, kinetik enerjilerle birlikte

Hamiltonyen sdyle verilir,

N N
P . . . _ _ ~
H= E om T 2_. V(e —xi—1), eger OUO<ay<ay<---ay = L.

(b) Ulesim fonksiyonu Z(T,N,L) igin ifadeyi yaziniz. Degiskenleri §&; = x,
8, = X9 — X1,7++, Oy = Xy — Xy—1 biciminde degistiriniz, ve izin verilen integral araliklari
ile kisitlari dikkatlice belirtiniz.

e Ulesim fonksiyonu,
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L L L
Z(T,N, L) =¥ /D (hl/ dro - fm dxp exp l-i’Zv P — T 1]
/ d 33N
/xcpl f apy P\p[ Z )m]
1 L L L
_W/o d.1fl/T1d.r2...fIN dir\axpl—i’zv —131],

burada A= h/,/2mmkgT. (Parcaciklarin dizilimi belirtildiginden, N! c¢arpaninin

olmadigina dikkat ediniz.) Yeni bir degiskenler kimesi tanimlayarak,
51 =TI, (52 — e — I, S (Sn =N —TITN-1,

ya da esdegeri
N
r1 = 51._ To = r51 -+ (52._ oo N = Z (51‘._
i=1

integral su hale gelir,

- - ;e Lo - AUt
L—68, L—(81+82) rL—L

e disnl N 1c 1c T — |
Z(T,N., L) )\,\ j t701j aagj Gﬂg"'j doye " Lui=2
0 0 0 0

Bu integral soyle de ifade edilebilir,

1 R AN
Z(T _\?L) = F L/ doydog - - -dON] exp [—,32]/‘(03)] \

su kisitla birlikte:

‘z\

N
Basamak fonksiyonu kullanilarak,

o(x) 0 eger r<0
=Ty = .
' 1 eger x>0

bu kisit denklemin icine acik¢a konabilir,

| N N
Z(T,N, L) / d01/ ddg - - ] don exp [—,‘321/'((51-)] (S (L - ZO}-) .
i=2 i=1

(c) Laplace donisumunden elde edilen Gibbs Ulesim fonksiyonunu ele alalim,

Z(T.N.P) = / dLexp(=BPL)Z(T, N, L),
0

(@) ev-rio-3n | Sayfa

www.acikders.org.tr



; ‘&a
Istatistiksel Mekanik | udbMk Sinav

ve integrandin u¢ degerlerini belirleyerek, kanonik toplulukta P’nin standart fomualina
bulunuz.

¢ Gibbs Ulesim fonksiyonu,

Z(T,N,P) = / L exp(—BPL)Z(T, N, L).
0

Eyer noktasi, integrandin L’ye gore ug degerlerini belirleyerek bulunur:

J
——exp(—OBPL)Z(T,N,L) =0,
aL TN
bu ise sunu gerektirir,
5 . :
gp— Lwzrnn| . — popr2Z
ol TN OL |7y
Termodinamikten, bir-boyutlu bir gaz igin elimizde,
0
dF = —SdT — PdL, — P =— %
YT N
Ayrica,
F=—kgThhZ,
ifadesi de yine ayni sonucu verir,
dlnZ
Feanonik = *BT EYs
YL N

(d) Degiskenleri L'den 8y, = L — YN, §;’e geviriniz ve Z(T, N, P)'nin ifadesini, her §;
Uzerinden integrallerin garpimi olarak bulunuz.
¢ Yukarida verilen ulesim fonksiyonunun ifadesi goyledir,
1 e o N1 N
Z(T,N.,L) = SV /D do, fo ddy - - - /0 don exp [—.-_?;V(m)] o (L— ;oé).

Bu denklemin Laplace donusumd,
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Z(T' N, P Lo 1L (—GPL) [~ 10 [~ 1) [* 10
1 ) = dl exp(—/ , do doo - - - don
)"\ j jO ! ]0 : /\
N 1 N
- exp [—_3 Z V(o) © (L — Zd.ﬂ-)

i=2 J i=1
i PR [ N 1 /NN
ENRETE) l d / dds - - - / ddn exp | —..'32 V(&}' exp | —3P ' Z A \ |
/\ B8P ]0 "' JO i—2 J L \-i—l /J

x - N

1 D0 ) o0 i o )

AN(3P)? / o [ don exp { Z [6V(0i) + B ﬂz‘]} ‘
N s J0O 40 k

i=2 J
Farkh §;’ler i¢in integraller ayni oldugundan, sunu elde ederiz,
1 - N-1
Z(T,N,P) = W {/o doexp [—0(V(0) + PO)}}

Bu ifade, basamak fonksiyonu kullanmadan da, dogrudan soyle elde edilebilir,

L—s; L—(51+32) L=y " 4
Z(T.N, P) f do, f b f ds - - / T doy
0
o N
: / dL exp l—.-'BPL —a (Z V(d))]
0 .

i=2

— \{M /del /L_61 ddy - - /L—ZLO‘% don /:\ d (L _i‘5i)

A JO JO J0O Jfl“:l 0; i=1

- exp {—,-313 {i (L Z" ﬂ -3 (i V{o})) } ‘

4

Degiskenleri Sy, = L — YN, 6;'e geviriniz ve her §’nin komsu pargaciklar arasindaki
mesafeyi belirttigini hatirlayiniz. Gazin boyut L herhangi bir degere uzatildigindan,

her § bagimsizca 0’dan oo’a degistirilebilir. Dolayisiyla, Gibbs Ulesim fonksiyonu,
Z(TN.P) = — f a5, / Sy ]  dén /  donaa
AN g 0
N+1
—BP (Z o;) - a(Zv ) )]
i=1 =2

1 o R ‘ N-1 x B
=¥ (f dd - exp [0V (0) — I;BPO}) / doy exp(—BPoy)
v 0

/ doniiexp(—FPon11)
0

1 - . i
~ V(aP)? {f doexp[=4(V(9) + Pou}

- exp

N-1

(@3) ov-ro-5+ | Sayfa
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(e) Sabit bir P basincinda, ortalama uzunluk L(T, N, P) ve yodunluk n = N/L(T,N, P)
icin ifadeleri bulunuz (yorumlamasi kolay integrallerin oranlarini igeren).

e Ortalama uzunluk,

S 0 N
L(I'N,P)= —kgT 573F) InZ(I,N,P) oy
2 o [Tds 8 exp[—BV(8) — BPI]
= —+(N-1)"m— —
BP Jo dd-exp[—BV(8) — BP4]
ve yogunluk n goyle verilir,
~ -1
2y X455 exp|—3 V() — P6)
ne NN 2Ty gyd B0 [ZB0V0) = PO
L(T.N, P) P 5 - exp =5 (V(8) — P9))

ideal gaz igin Vi (6) = 0 oldugunu hatirlayiniz, ve

Li. (T,N,P) = M
) P
suna gétirdr,
. _ N P
" = N T kT

Herhangi bir olasi potansiyel secimi igin (e) sikkindaki n(T, P) surekli ve tekil
olmayan bir ifade oldugundan, aslinda bir boyutlu gazda yogusma gegcisi bulunmaz.
Tersine, yaklagsik van der Waals denklemi (ya da ortalama alan hesabi) yanls
bicimde bdyle bir gecgis 6ngorur.

(f) Pargaciklar arasi minimum mesafesi a olan bir sert kire gazinin durum denklemi
P(T,n)’yi hesaplayiniz. Diglanan hacim oranini 6nceki problemlerde bulunan yaklasik
sonugla kargilastiriniz, ve ayrica genel virial katsayisi B,(T)'yi elde ediniz.

e Sert kure gazi igin,
(’)}_ > qa, for i—92.3.....N.

Gibbs Ulesim fonksiyonu soyledir,

1 O ) ‘ - N-—-1
‘1 ~ N-1
N+t
= )\L\ (%P) exp (—,J-'jpa)"\'r_l .
Ulesim fonksiyonundan ortalama uzunlugu hesaplayabiliriz,
Sayfa www.acikders.org.tr

21



; E%
Istatistiksel Mekanik | udbMk Sinav

dlnZ (N 4+ 1) kgT o
L =—kpT =———— + (N —1)a,
Bl'—+5 - Iz + ( )a,
yeniden duzenledigimizde,
(N+1) n+1/L

BP =

- 1/0)(1 —1L 1/L)2a2
L—(N—-1)a 1—(n—1/L)a ~ (n+1/0)(1+ (n [L)a+ (n—1/L)*a*+---).

N > 1igin,n > 1/L, ve
OGP =~ n(l+ na+ na® + .. d=n+ an® +a*n? + ...,
buradan virial katsayilari bulunur,
Bo(T) = a*1.
B; = a? degeri 6nceki bir problemde elde edilen sonugla uyumludur. Ayrica, dikkat
edilirse, van der Waals denkleminin tiretiminde kullanilan Na/2 tahmini yerine, kesin
‘diglanan hacim’ (N — 1)a’dur.
s s sk ke ke ok ok o
6. Bir boyutlu zincir. m kutleli N + 1 tane pargaciktan olugan bir zincir, N tane kutlesiz,
yay sabiti K ve gevsemis uzunlugu a olan yayla baglanmistir. ilk ve son parcaciklar
Na denge mesafesinde sabit tutulmaktadir. Parcaciklarin denge konumlarindan
boyuna yer degistirmelerini {u;} ile gosterelim; uctaki parcaciklar sabit oldugundan

uy = uy = 0. {y;} ve eslenik {p;} momentumlarini ydneten Hamiltonyen sdyledir.

2
o
H Pj

“1 + E (Uip1 — + 15;)\r_l] .

(a) Uygun (sinus) Fourier donusumunu kullanarak normal modlar {ii,} ve ilgili
frekanslar {w;}’y1 bulunuz.

¢ Asagidaki Hamiltonyenden

o

N-1 -
ay p,: n r
= Zl 2m + 2 uf + Z (wi —ui-1) >4 U-N—ll ,
1=

klasik hareket denklemleri sdyle elde edilir,

d? u;
dt?

m =—K(uj —uj_1) — K(u; —ujqp1) = K(uj_1 — 2uj + ujsq),

j=1,2,-, N—1, ve uy = uy = 0 olmak Uzere. Bir normal modda pargaciklar fazda
salinirlar. Modlari ve ilgili frekanslari elde etmenin alisiimis yolu, hareket denkleminin

sag tarafindaki yerdegistirmeleri  baglantilandiran  katsayilarin ~ matrisini
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kdsegenlestirmektir. Tim dogrusal sistemlerde, elimizdeki denklemler md?u;/dt? =
Kiju;'dir ve K;;'yi kosegenlestirmek gerekir. Yukaridaki ornekte, X;; sadece i — j'nin
bir fonksiyonudur. Bu, 6teleme simetrisinin bir sonucudur ve matrisi Fourier modlarini
kullanarak kogsegenlestirmemizi saglar. Bu problemdeki sinir kosullarindan dolayi

uygun dondsum sinusu gerektirir, ve jinci parcacigin bir normal moddaki hareketi

“ 2 .i.l . .
ﬁ.k(n)U) = \/ Tfi @nl gin (k(n)-7).

Baslangic zamani keyfidir, ama uy = 0 olmasini saglamak igin sdyle ayarlamamiz

soyle verilir,

gerekir,

eger n=12.--.N—1,

n’nin daha buyuk degerleri, sadece n’nin bir kati kadar kaymis dalga vektorleri verir
ve bundan dolayi yukaridaki normal modlardan biriyle ¢akisir. Dolayisiyla, normal
modlarin sayisi, olmasi gerektigi gibi, baglangictaki yerdegistirme degiskenlerinin
sayisina esittir. Ayrica, normal modlar birimdik olacak sekilde genlikler segilir, yani,

N-1

Z ﬂk(n){j) ’ lhik(m) (J) = 571,??1-

j=1

Normal modlari hareket denklemlerine yerlegtirerek dagilim bagintisini elde ederiz,

5 nm n
wy, = 2w g{l—uh(\ :wg‘ﬂlll on )

burada w, = /K/m.

Her bir normal mod i¢in potansiyel enerji soyle verilir,

K K nmw nm 2
z i
Up = > Z |us — u@'_1|2 =N Z {am ( ) — sin [‘\T (2 — 1)]}

i=1

A s ()8 [ (1- 1)

i=1

Asagidaki toplami aldigimizda,

S L 1 1Y nwo N
S e [ (i-3) ] =33 {1 o[- 0]} - 5

i=1
elimizde,
nm
Uk(n) = 2IK sin’ (2;\ ) .
Sayfa www.acikders.org.tr
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(b) Hamiltonyeni normal modlarin genlikleri {ii,} cinsinden ifade ediniz ve klasik
ulesim fonksiyonunu hesaplayiniz. ({u;} integrallerini —co’dan +oo0’a alabilirsiniz.)
e Klasik Ulesim fonksiyonunu hesaplamadan &nce, yerdegistirmeleri, normal
modlarin bazini kullanip agsagidaki gibi acarak, potansiyel enerjiyi hesaplayalim,

N-1

uj =Y an iy (5):

n=1

Toplam potansiyel enerji ifadesi goyledir,

- N N N-1 2
_jz Ui — i) ZQZ{Z% Uk(n) (J )ffk(n.)(jl}]} :

i=1

bﬁ

Asagidaki bagintidan dolayi,

N—1

: 1 i
Z Uk (n Uy (J— 1) = ¥ On.m Z {—cos[k(n)(27 —1)] + cosk(n)} = 0p mcosk(n),

Jj=1
toplam potansiyel enerjinin su denk bigimleri vardir

N_

v=2 Z(tu w1)’ =K > a (L= cosk(n)),

i=1 n=i1
N—-1 N-— S

_ 2 2 2 "

= Z Uk(n)“k(n) = Z () I ( )

i=1 1—=1

Sonraki adim faz uzayinin koordinatlarini u;’den a,’ye degistirmektir. Bu degigsken

[y

doénusumayle ilgili Jacobiyen birdir ve klasik Glesim fonksiyonu simdi suradan elde
edilir,

N-1

1 - - P nT
Z = ,\\——1]\ day - f dany_1exp [—2,.51& Z a; sin® (ZN)] .

- n=1

burada A = h/,/2nmkgT, Ulesim fonksiyonuna her bir momentum koordinatinin

katkisina karsilik gelir. Gauss integrallerini hesaplayarak sunu elde ederiz,

\\_1 H {/ dancxp[ 23Ka? sin® (i:)]}

n=1
1 (;J\BT _( (ﬂfl)—‘_l
A \ - / n:

(c) Once (|i|?)’yi bulunuz ve sonucu kullanarak {u?}’yi hesaplayiniz. Hesaplanan, her
parcacigin yerdegistirmesinin karesini denge konumunun fonksiyonu olarak ¢iziniz.

e Her normal modun genlik karesinin ortalamasi soyledir

g:yfa www.acikders.org.tr
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< 2} f_xx t‘f.an(a%)cxp { 20K a 2 gin? 23)]
n/ = / '_‘x day exp [—20K a2 sin” (ﬁ)]

- [t GO =i s gz

Yerdegistirmelerin degisimi sdyle verilir,

N-1 2 N_1
<“2> = <[Z ﬁnf‘n(j)] > = Z mzz) &21(])
2
T

y 711 sin’ 7
n=1 n=1 ".'

Yukaridaki toplamin hesabi su kombinasyonu ele alarak oldukga basitlesir,

N-1. 2 2AnT i 2?17r
. . . kT 2 cos [ '”TJ] —cos [ZE(j +1)] —co.s[ (G —1)]
2 2 N _920u?) = N N N
<“’J+l> + <“J—1> = <MJ> OKN ngl 1 — cos (%)
kT \Z_] 2 cos (%Tﬂj) [1 — COs (%)] _ kpT
T 2KN 1 — cos (%) KN’

burada ¥NZ1 cos (mn/N) = —1 oldugunu kullandik. Yukaridaki yineleme bagdintisinin,

sinir kosullar (u2) = (u%) = 0 ile uyumlu ¢6zimlnin soyle oldugunu dogrulamak

kolaydir,
2y = kel i =)
’ K N
NKT/K
‘D
o
©
X
C
=)
c serbest ug -~
<))
3 ,
/// sabit ug "'““\\__\\
oL . N
0 N2 N
Konum j

(d) Eger sadece birinci pargacik sabit (u, = 0), diger u¢ serbest (uy # 0) ise
sonuglar nasil degisir? (Dikkat edilirse, Ulesim fonksiyonu, degiskenleri N — 1 tane
yay uzamalarina degistirerek hesaplanabildiginden, bu, ¢ok daha basit bir

problemdir.)
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e Son pargacik serbest oldugunda, toplam potansiyel enerji her yaydan gelen
katkilarin  toplamidir, yani U=K2y;11(uj—uj_1)2/2. Dolayisiyla her uzama
bagimsiz olarak ele alinabilir, ve yeni bir bagimsiz degiskenler kimesi A u; = u; —
u;_tanmimlariz. (iki ucun sabit oldugu onceki durumda bu degiskenler bagimsiz

degildi.) Ulesim fonksiyonu her yay igin ayri ayri sdyle hesaplanabilir,

1 [ x [ K = ]
Z = W[ duq - /_ dup_q exp [_QFL'B'T Z (uj — u.j_lng

o ~ =
x >0 - N-1 P (N=1)/2
1 I . 2rkgT
= [ dAuq - - - [ dAun_1 exp ’V—ﬁ_‘\m T A-u%-| — ( ﬁ‘? \ _
AV —L Jf;x J*,X L L’I\Bl J:ul o \ AR /

Her yay uzamasi igin elimizde,

(Aud) = (= 1)) = .

Yerdegistirme

J
'U,j = Z At{g.
i=1

bagimsiz rassal degiskenlerin bir toplamidir, ve su varyansa yol acgar,

2

2 . .. ) ‘ .. 2 _ kpT .
<uj> = ;A'H-i —;(A“z‘) = K J-

Acik ve kapall uglu zincirlerin yerdegistirmeleri igin sonuglar yukaridaki sekilde

kargilastiriimistir.
3k >k %k 3k %k sk k ok
7. Kara delik termodinamigi: Bekenstein ve Hawking’e gore, bir kara deligin entropisi

alani A ile orantihdir ve soyle verilir,

5= ks,
4Gh
(a) Klasik mekanigi kullanarak M kutleli bir cisimden R yarigapi uzaklikta kagis hizini
hesaplayiniz. Bu kagis hizini 1sik hizi ¢ alarak, kara deligin yarigapi ve kutlesi
arasinda bir baginti bulunuz. (ilk olarak Laplace tarafindan elde edilen bu sonucu
goreceli hesaplamalar degistirmez.)
e Klasik kagis hizi, kitlecekim enerjisi ve kinetik enerjiyi yuzeyde esitleyerek soyle

bulunur,
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.- 2
Mmoo mog

"R 2

sonug olarak,

vEp =

Kagis hizini 1gik hizi alarak sunu buluruz,

R =

Bu oran tarafindan verilenden daha biytk bir kiitle igin (yani M > ¢?R/2G), higbir sey
R’den daha yakin mesafelerden kagamaz.

(b) Iki kara delik birlesip tek oldugunda entropi artar mi, azalir mi? Giines kadar
kitlesi olan (Mg =~ 2 x 103°kg) iki kara delik birlestiginde evrenin entropi degisimi
(denk bilginin bit sayisi cinsinden) nedir?

e Kltlesi M olan iki kara delik birlestiginde entropi degisimi sOyledir,

k B CS k B CB
Ay — 244) =
G A2 V= 1ah

rkpc® | [2G ) 2 26 \? STGlpM?
= M| —2 A — TP .
Gh {( ! ( 2 I) ch 0

AS = Sy, — 28, =

ix (R% — 2R?)

/

Dolayisiyla kara deliklerin birlesmesi evrenin entropisini artirir.

Gunes kutleli iki kara deligin birlesmesini ele alalim. Entropi degisimi,

S7GhpM?2
ch
87 6.7 % 1071 (N - m2 /kg?) - 1.38 x 10723(J/K) - (2 x 10%0)2kg?
3 x 108( m/,_ -1.05 x 10=34(.J - 5)
~ 3 x 10°4(J/K).

AJS‘ =

&

Bit birimi cinsinden kaybolan bilgi sudur,

AS1In?2
kp

N; = =1.5x10"",

(c) Kara deligin i¢sel enerjisi Einstein bagintisi E = Mc? ile verilir.Kara deligin

sicakhgini kutlesi cinsinden bulunuz.

e Sicakligin termodinamik tanimi % = g—;’yi ve Einstein bagintisi E = Mc?'yi kullanarak,

1 1 0 |kge 2G  \?| S8rkpG hed 1
= 4 M) | =0y = T= .
T 2oM L(}h T ( 2 ) ] he? StkpG M
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(d) Bir “kara delik” aslinda, olay ufkunda c¢ift yaratim siregleri sayesinde, termal
radyasyon yayar. Bu tlr 1sima dolayisiyla enerji kaybetme hizini bulunuz.
¢ (Kuantum) vakum, parcacik-antiparcacik ciftlerinin surekli yaratildigi ve yok edildigi
dalgalanmalar yasar. Kara deligin siniri yakinlarinda, bazen ciftin bir Gyesi kara
deligin igine dugerken digeri kacar. Bir kara delikten gelen radyasyon yayiminin basit
aciklamasi budur. Alani A, sicakhdi T olan bir kara cismin enerjisi E’deki disme
Stefan-Boltzmann yasasiyla verilir,
LoE
A Ot

21.4
_ T r'\B
607 2

= o1, burada

(e) Yahtiimis bir kara deligin buharlagsmasi icin gereken zamani bulunuz. Glines
katleli bir kara delik i¢in bu sure ne kadardir?
e (d) sikkindaki sonucu kullanarak, bir kara deligin buharlagmasi i¢in gereken zamani

hesaplayabiliriz. Bir kara delik igin,

206 \° 167G2 . hed 1
A=47R% = 4x M) = M2, E=MCA, T = - .
' ( c2 ) ct ‘ ve SmhkpG M
Boylece,
d w24 (162G2 L\ het 1 \*
—( Cz) = — -')B, { .-"Urz] [ e ]
dt ’ 60h 2 \ J \8mkpG M )

olur, ve sunu gerektirir,

Mgdﬂf L fict _
odt 15360G2

Bu ¢ozuldugunde sonug,
M(t) = (ME = 36t)""*
Katlenin sifira gidip kara deligin buharlastigi sure,

A 3 =190 '712 ] -3
_ ‘[O _ )12“( jl_[ ~ 22 v 10745'._
3D It

_—
I

bulunur, ki bu evrenin mevcut yasindan (yaklasik 10'8s) cok daha uzundur.

(f) Mevcut kozmik arkaplan radyasyonu T = 2.7°K ile termal dengede bir kara deligin
kUtlesi nedir?

e Bir kara deligin sicaklik ve kutlesi soyle iligkilidir, M = hc3/(8mkzGT). Mevcut

kozmik arkaplan radyasyonu T = 2.7°K ile termal dengede bir kara delik igin,

1.05 x 10734(J - 5)(3 x 10%)3(m/s)?

M ~ - . ; - ‘ -~ 4.5 x 10%%kyg.
87 1.38 x 10-3(J/K) - 6.7 x 10N - m2/kg?) - 2.7°K ’ 4
Sayfa www.acikders.org.tr
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(g) Uzayin yarigcapi R olan kuresel bir hacmini disinin. Son zamanlarda formule
edilen Hologram llkesine gére, iceriginden bagimsiz olarak(!) bu uzay hacminin
sahip olabilecegi entropinin bir maksimum degderi vardir. Bu maksimum entropi nedir?
e R vyarigcaph kuresel hacmin igindeki kutle, bu hacmi dolduran bir kara delik
yaratacak kutleden daha az olmalidir. Hacmin igine, bu hacmi kaplayan bir kara delik
olusturacak kadar ek kutle (sonsuzdan) getirelim. Agikga, bu iglem sirasinda sistemin
entropisi artacaktir, ve kara deligin entropisi olan son entropi, hacimdeki baslangi¢
entropisinden daha buyuktir, ve su esitsizlikle ifade edilir,
.3

kRBC
- 4Gh 4,

S < Spy

burada, A = 4wR? hacmi sinirlayan alandir. Sasirtici gozlem, herhangi bir pargacik
sistemi igin entropinin parcacik sayisi N ile orantili olmasini bekledigimiz halde,
entropinin Ust sinirinin alanla orantili olmasidir. Bu, etkilesmelerin dnemsiz oldugu
¢cok vyuksek sicakliklarda bile gecerli kalmahdir. “Hologram ilkesi”, serbestlik
derecelerinin sistemin hacmi yerine sanki yuzeyinde yasiyorlarmis gibi gorundugu bu
gOzleme atifta bulunur. Bu ilke, serbestlik dereceleri olarak pargaciklari sicimlerle
degistiren, tutarl bir kuantum katlegekim teorisi olusturmak igin ¢alisan sicim teorisi
baglaminda formule edilmistir.
sk ok 3ok ok
8. Kuantum harmonik salinici: Hamiltonyeni asagidaki gibi olan tek bir harmonik

saliniciyi ele alalim.

p? mwi¢? hod
—_ — . n—=—-—
2m 2 4 i dg

(a) Ulesim fonksiyonu Z’yi T sicakliginda bulunuz, ve () enerjisini hesaplayiniz.

e Ulesim fonksiyonu Z, T sicakhginda, soyle verilir,

J=trp= Z e BEn

n

Harmonik salinicinin enerji seviyeleri agagidaki gibi oldugundan,

1
€, — hw (n + 3> ,

ulesim fonksiyonu
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\

7}3}3@, (?1 +,1)):| _ e—_Bﬁw/Q +€—36?§.w/2 NI

1 1

 eBhw/2 _ o—Bhw/2 T 2sinh (Bhw/2)

Z = Zexp

Enerjinin beklenen degeri goyledir,

o dln 7 (?’w ) cosh(fBhw/2) (Tzwj 1
\\H} - — - = —_— _—_— = -

o3 2 ) sinh(phw/2)  \ 2 ) tanh(Ghw/2)’

(b) Kanonik yogunluk matrisi p igin, H’nin 6zdurumlari ({|n)}) ve enerji seviyeleri
({e,}) cinsinden, formal ifadeyi yaziniz.

e Enerji 6zdurumlarinin formal gésterimini kullanarak, yogunluk matrisi p,

» = 2sinh (’,-'j’h.;u\ (v In > exp ’-—;':',?ﬁu,‘ [-n + i\-‘ < n.\ .
erta) )

p= 2 u‘l\ 5 } /_nJl.L {1 \_

Koordinat gosteriminde 6zfonksiyonlar soyle yazilir,

(n|q) (??3"-"‘)1/4 Hn(§) £
nyg) = exp | — s
TR e TP T

burada
€= [ mw
_—\/ h
ve
- n 2 d " )
Hp (&) = (=1)"exp(£7) [ -7 ) exp(=£7)
dé
—_ 2 0
= L.,»D(“g )/ (_2_‘@“_)71 C‘-XP(—'U-Q—I—Qié;ujdu.
T —oC
Ornegin,
Ho(€)=1,  and  Hy() =c-x1>{£2?r;;-°w(&2) = 2,
~

su 6zdurumlari verir:

ve

g (?n-.u)lf"i [2mw ( mw 2)
q) = — q-exp|— q“ ).
gy h V 7 ] I Qﬁ_f

Yukaridaki ifadeleri kullanarak, matris elemanlari soyle elde edilir,
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(dpla) — Z (') (| plne) (ne]q) — > on exp [—Bhw (n+ )] - {d|n) (n]q)
A 2 exp [=fhw (n+3)]

'??_ () 1\
— 9sinh ( ! ) Zcxp { Ghiw (12 + 2” (¢’ |n) (n|q) .

(c) Genel bir operatdr A(x) igin sunu gosteriniz:

(—_!(“Xp[‘il(i }7& —cxp A(x)], eger 4£ = () degilse,
dux o
ancak her durumda,
irr fexp [A(2)]} = tr fajox: rcl’:r”w
C)I Y i’“‘"] |_" { ”} - 1‘-):1 | |_" L Hf
e Tanim geregi
— 1
A AT
‘ ngu n!
ve
det i: L aAn
dr nl dr
n=>0
Ama n tane operatoriin ¢arpimi igin,
d OA dA 0A
—(A-A---A A A+HA- A4+ A-A-
ox ( )= Oz . or * * ox
9A g A . S , ; .
P terimi, sadece eger [A, 5] =0 ise kendisini cevreleyen A’lara gore yeri

kaydirilabilir, bu durumda,

JA c) A

9A o ye Pt 04,
or c)1 ) ’

ox ()l

Halbuki, bir iz fonksiyonu (tr) icindeki operatorlerin her zaman yerini

degistirebildigimiz i¢in, érnegin tr(BC) = tr(CB)

dfl 0A
tr 4444 44 4'!1 1
1( ()T ) (()1 )

c");rtl(ﬁ? ) B (()l ¢ )

her durumda, [A, Z—i] uzerinde herhangi bir kisit olmadan saglanir.

ve su esitlik

(@) oo | Sayfa
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(d) Dikkat edilirse, (a) sikkinda hesaplanan Ulesim fonksiyonu kitle m’den

bagdimsizdir, yani dZ/om = 0. Bu bilgiyi (c) sikkindaki sonugla birlikte kullanarak,

<-p2 > B <'m\,u2qg>
\ 2m a 2/

e Kinetik ve potansiyel enerjilerin beklenen degerleri soyle verilir,

P> e P> ) ve mw?q? . -nwgqﬁﬂ
2m 2m' )7 2 2 )

(a) sikkinda hesaplanan Ulesim fonksiyonu ifadesinin kitle m’den bagimsiz oldugunu

sunu gosteriniz,

hatirlarsak, 0Z/dm =0 oldugunu biliyoruz. Z =tr(e %) ile baslayip tiirev

aldigimizda,

l_')_ d -_) ‘ P -_) -
0z = (C_'BH) = tr [(—(5‘57{)6_'3}{] = 0,

dm  Om dm
burada (c) sikkindaki sonucu kullandik. Hamiltonyenin turevini alarak,

+ Il?ip—fj}d

uvL

7 Ftr [—.'?ﬂrﬂ_‘jrh‘“
I_‘_ 2m?2 J N I_ 2

]

— 0N
= .

Sonucta,

pQ AH -nwzqg aH
tr | —e ! =tr #E‘_‘ ,

2m 2
kinetik ve potansiyel enerijilerin beklenen degerlerinin egit oldugu bulunur.

(e) (d) ve (a) siklarinin sonuglarini kullanarak, veya baska yoldan, (qg?)yi
hesaplayiniz. Problem 6’daki sonuglar kuantum mekaniksel etkilerin dahil edilmesiyle
duguk sicaklklarda nasil degigir?

e (a) sikkinda (H) = (hw/2)( tanh (Bhw/2))~t oldugu bulunmustu. () = (p?/2m) +
(mw?q?/2) oldugunu ve (d) sikkinda kinetik ve potansiyel enerji terimlerinden gelen
katkilarin egit bulundugunu hatirlayin. Bundan dolayi,

(mecq?/2) = 3 (1eo/2) (tanh(Bhe/2))

P

(gq?) igin gbzersek,

. L - h
<q2> — 5 ! (tanh(:;jﬁvuff‘z)) 1 = 5 ! ::1:1‘(11(,-‘373;«;;2).

2mw 2mw
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Klasik sonug, (q%) = kzT/mw?, T — 0 igin sifira giderken, kuantum sonucu T = 0’'da
(q?) = h/(2mw) sabit degerinde doyuma ulasir. Problem 6’daki yerdegistirme genligi
egdrileri de tam olarak ayni doyum oranlariyla etkilenir.

(f) Bir koordinat gosteriminde, (q'|p|q)'yu yuksek sicaklik limitinde hesaplayiniz. Bir

yaklasim, asagidaki sonucu kullanmaktir,
exp(SA) exp(3B) = exp [B(A+ B) + 5%[A, B]/2+ O(3%)] .
e Su genel operator 6zdesligini kullanarak
exp(BA) exp(BB) = exp [B(A + B) + 3%[A, B] /2 + O(3%)]

Boltzmann operatorl, yuksek sicaklik limitinde kinetik ve potansiyel enerjininkilere

ayristirilabilir; en disuk mertebede,

2 2.2
exp /—-‘3 v ] mw 4 \ ~ exp(—/3p?/2m) - exp(—Bmw?q*/2)
Al \\ ! 2??1 ! 2 /} APL—HE /"’ ') SAPL— . ' =7

ilk terim, bir ideal gazin Boltzmann operatoriidiir. ikinci terim, |q > tarafindan

kosegenlestirilen bir olperator igerir. Yogunluk matrisi elemani goyledir,
<dq'|plg > =< {| Cxp(—,ﬂpz/?m) cxp(—_,:'f?'f?1w2(12/2)|q >

= /d-p’ < | Cxp{—ﬁpg/Qme’ >< p| CXI)(—;-’B'I?IMQ(]2/2)|Q >
[ ! A / .12 2 2
:/ dp" < ¢'|p" >< p'lq > exp(—=0p"7/2m) exp(—B¢~mw=/2).

"y >= —~_ g—ia-p/h
Serbest pargacik bazini, < q'|p’ > N , kullanarak,

1 - T 22 2,
< qﬂ|,0|q ~— e ]({jjﬁt_zp (9—q )/.167,3,0 /Qm(_fqu mw® /2
- y

2
] (2 12m .
_ _—B¢*muw?)2 1 (- - / & L m ot . - [P A
=ec / 5T dp" exp Pyl 5 + 7w\ 5 (g—q) exp 4—;3?1_2 qg—4q) ),

yazilabilir, burada kareyi tamamladik. Bdylece,
, . mkgT
e~ PIm?/2, 2rmkpT exp {— n;; (q— q")z] .

Yuksek sicaklikta uygun normallestirme sudur,

. ! - 1
< (' |plqg >= G

(@) oo | Sayfa
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r - L . — B Lo .
A :j dq < qle=PP/2Mm o= PmM@TET/2 g

, 3,2 Brms22
= qu/dp' < q|.t?_‘3'L /2m|p’ >< ple pmw=q ff2|q >

f

"‘ 5 A2 B2l kp
— J! dq JI dj)|< g|}) ._>12 efﬁp /2?‘?‘16753"??-0 q /2 — LL

Bu nedenle, ylksek sicaklik limitinde uygun bicimde normallestiriimis matris elemani,

-, _. mw? mw? mkgT e
< q|plg >timT—oe= kT P\ T ) P o 4= d)7|

(g) Dusuk sicakliklarda, p’da dusuk enerjili durumlar baskindir. Taban durum dalga

fonksiyonunu kullanip, (g'|p|qY'nun T — 0 limitindeki davranigini degerlendiriniz.

e DuUsuk sicaklik limitinde, toplamdaki sadece ilk terimleri tutariz

0> e /2 < 0] 4|1 > e 3A/2 < 1| 4 ...

—Bhw/2 | —3B3hw/2
(S i -+ & P /

PlimT—0 ~

Payda sadece taban durumun terimini alip, ama paydada geometrik seriyi

hesaplayarak,
_ - - - - —Bhw/2 Bhw/2 —Bhw/2
< q'|pla >timT0=< ¢'[0 >< 0] > e7/2 (E Wi _ gm Bl ) :

< q|0 >’nun (b) sikkinda hesaplanan ifadesini kullanarak,

0o N fmw ) [ MW , o9 _ Ahw
< 4 |P|4 ZlimT—0~ v 7 exXp L—W kg + g

2\-| i1 R
)| (L —e77).

(h) {(¢'|p|lq) nun tam ifadesini hesaplayiniz.
3k 3k 3k sk >k sk 5k k
9. Goreceli Coulomb gazi: V = L3 hacimli bir kutuda N tane pozitif ve N tane negatif

yuklu goreceli pargacigin bir goreceli sistemini dustinin. Hamiltonyen sdyledir,

2N 2N coen
W= i+
i=1 j

] |Fi _T_H

burada i=1,-N ise e;=+e,, ve i=N+1,---2N ise e = —e, parcaciklarin
yiklerini temsil eder; {#;} ve {p;} ise ilgili koordinat ve momentlerdir. Bu, ¢ézmek igin
cok karmasik bir sistem olmakla beraber yine de bazi kesin sonuglar elde etmek

mUumkinddr.
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(a) Ozdegerler ¢, (L) ve 6zfonksiyonlar (konum uzayinda) ¥, ({#}) i¢in Schrédinger
denklemini yaziniz. Pargaciklarin bozon ya da fermion olmasina goére ¥, ({#}) lizerine
uygulanacak kisitlari yaziniz.

e Konum gosteriminde p; yerine —ihV’i alinir ve Schrédinger denklemi sdyle yazilir,

2N 2N
[Z c| —ihV;| + Z ﬁl_"??:}] "Dn({'ﬁi}) = En(L)"Dn({'Fi})-

i=1 i<
+e, YUKIU N tane 6zdes parcacik ve —e, yukli N tane 6zdes pargacik vardir. Bu iki

alt sistem Uzerinde permutasyon operatorleri P, ve P_'nin etkisini inceleyebiliriz.

Simetri kisitlari kompact bicimde agagidaki gibi yazilabilir
PP U, ({7}) = 0}t -0 Ca({7i)),

burada bozonlar igin n = +1 ve fermiyonlar igin n = —1dir, ve (—1)? permitasyonun
paritesini gosterir. Farkh yUuklu pargaciklarin degis tokusunda kisitlama olmadigina
dikkat ediniz.

(b) # =7;/L Oolcek degisimiyle Ozdegerlerin &,(L) = &,(1)/L Olgek degisimini
sagladigini gosteriniz.

o 7/ =7;/L Olgek degisimiyle (ve turevde ilgili degisimle: V= LV;), yukaridaki

o ().

Yukaridaki denklemde koordinatlar birim uzunluktaki bir kutuya sinirlanmistir. Bunu,

Schrédinger denklemi asagidaki hali alir;

i=1 i<j

/

Q)

it
I

boyle bir kutuda, dalga fonksiyonlari ¥, ({#;}) = ¥, ({r{/ /L}) olan Schrédinger denklemi
olarak alinabilir. Kargilik gelen Ozdegerler ise ¢,(1) = Le,(L)'dir (yukaridaki
denklemin her iki tarafinin L ile g¢arpilmasiyla elde edilir). Dolayisiyla olgek iligkisi

asagdaki gibi elde edlilir;

(c) Ulesim fonksiyonu Z(N,V,T)'nin, 6zdegerler {&,(L)} cinsiden olan genel bigimini
kullanarak Z’'nin T ve V’ye ayri ayri bagli olmadigini fakat farkli oranlarda 6zel bir
kombinasyonla bagli oldugunu gosteriniz.

e Ulesim fonksiyonun genel bicimi séyledir,
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Z(N,V,T)=tr ( ) Z exp ( EAAB T))
=Y L)
A=

burada enerji seviyelerinin dlgeklenmis bicimini kullanildik. Agik¢a goruldugu gibi,

yukaridaki toplamda T ve L hep TL garpimi halindedir. Ve V = L3 oldugundan asil
Olgek degiskeni VT3'tir ve

Z(N.V.T)= Z(N,VT?).
(d) Gazin E enerjisini ve P basincini Ulesim fonksiyonunun degisimleriyle
iligkilendiriniz. E = 3PV kesin sonucunu kanitlayiniz.

e Kanonik toplulukta ortalama enerji agagidaki gibi verilir

dln 7 ,0InZ
a3 = kel =57

g2 9, ¢
= kT (3VT*) gy = VTS

Serbest enerji F = —kgT In Z’dir ve degisimi dF = —SdT — PdV + udN seklindedir.

Bundan dolayi gaz basinci asagidaki gibi verilir

Yukaridaki ifadelerin orani E = 3PV kesin esitligini verir.

(e) d boyutlu bir uzayda Coulomb etkilesmesi uzaklikla e;e;/|7; — 7|47 (d = 2'de
logaritmik bir etkilesim vardir.) Hangi d boyutunda géreceli olmayan pargaciklar i¢in E
ve P arasinda kesin bir iliski kurabilirsiniz (kinetik enerji Y, p> /2m)? Enerji ve basing
icin karsilik gelen kesin iligki nasildir?

e Yukaridaki kesin sonug, enerji 6zdegerleri ¢,(L)’i sistem boyutuyla iligskilendiren e
basit 6lcekleme yasasinin bir sonucudur. (b) sikkindaki dlgekleme bicimini, kinetik ve
potansiyel enerjiler ayni sekilde Olgeklendiginden elde edebilirdik. Goreceli olmayan
pargaciklar icin kinetik enerji, ¥, p?/2m=-Y,; h?V?/2m, 7 =7;/L Olgek
degisimiyle 1/L? olarak 6lgeklenir, etkilesim enerjisi l<] e;e;/|r; — Fj|d‘2 ise d boyutta
1/14-2 geklinde Olgeklenir. Bu iki bigim d = 4 olunca ayni sekilde Olgeklenecektir,

sonug olarak,

L2

Artik Glesim fonksiyonu asagidaki dlgekleme bigimine sahiptir;

Z(N,V=1'T)=Z (N.(TL*?) = Z (N, VT?).
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Bir onceki bolumdeki adimlari takip ederek, kesin iliskiyi E = 2PV olarak buluruz.
(f) Yukaridaki ‘kesin’ Olcekleme yasasinin neden yogun (sivi ya da kati) Colulomb
karisimlarinda gecerli olmasi beklenmez?
e Olgekleme sonuclari, problemin istatistiksel mekanigiyle ilgili tek bir dlgekleme
uzunlugu L’nin varhgi varsayimiyla elde edildi. Bu, bir gaz fazi igin iyi bir yaklagimdir.
Yogun (sivi ya da kati) bir fazda, pargaciklar arasindaki kisa mesafeli itmelerin
onemli olmasi beklenir, ve parcacik boyutu a baska bir ilgili uzunluk ol¢edi olarak
Schrodinger denkleminin ¢bézimune girecektir ve 6lgekleme sonuglarini gecgersiz
kilacaktir.

sk ok 3ok ok
10. Virial teoremi N (klasik ya da kuantum) pargaciktan olusan bir sistem igin faz
uzayinin olgek degisimi gibi kanonik dénusimler altinda degismez kalmasinin bir
sonucudur. Sorunun devaminda genellestiriimis koordinatlari ve momentumlari ve
(i=1,...,N) olan N pargacagin Hamiltonyenini H ({p;}, {g;}) olarak disinlniz.
(a) Klasik model: Klasik ulesim fonksiyonunun, Z = Z[H], ifadesini yaziniz ve
41 = A4y, P, — P1/A degisimi gibi bir gift eslenik degiskenin yeniden dlgeklendiriimesi
altinda degismez oldugunu gésteriniz. Ornegin Z[H;] A’dan bagimsizdir, ki burada
H;, yukaridaki dlgeklendirmeden sonra elde edilen Hamiltonyendir.

e Klasik ulesim fonksiyonu faz uzayi uzerinde uygun integraller alinarak elde edilir;

1 ' ,
Z = NN / (Hd‘?pitfgqi) e=AM
NIR3N

Yeniden Olgeklendirilmis Hamiltonyen, Hx = H (Pi/ A {Piz1} . A1, {TGi=1}), yeniden

Olceklendirilmis Ulesim fonksiyonunu verir;

o 1 - -
Z_H)‘_ = W / (H dSPidSQi) e 37‘{;\?

buda ¢, "= Aq. pi' = p1/A degigken donuglmleriyle agsagidaki denkleme indirgenir;
1

= N3N [(/\Sd‘?p’l) (A\3d%q)) (H dgpz'dgfii) e M=z

i

Z [H»]

(b) Kuantum mekaniksel model: Kuantum Ulesim fonksiyonunu veren ifadeyi yaziniz.
d, = Aq;, Py = py/A donustimleri altinda bu Ulesim fonksiyonunun da degismez
oldugunu gdsteriniz. Burada p; ve G; artik kuantum mekaniksel operatérlerdir. (ipucu:
zamandan bagimsiz Schrodinger denklemiyle baglayin.)

e Enerji bazini kullanarak
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Z:tr(- ) Ze_ﬂ’

E, 6zde@erleri asagidaki Schrodinger denklemlnden elde edilir;

H{Di} AG}) [vn) = En[thn)
burada |y,) Ozdurumlardir. Yeniden Olceklendirme dénusiminden sonra

H B/ A A1} MG (T }) |00 ) = BQ) [0V
Koordinat gosteriminde momentum operatérii p; = —ihd/dg;'dir ve bu ylzden

Hamiltonyen;

V(3D =v({2G)), EWY =E, o6zdegerli yeniden 6lgeklendiriimis  denklemin
¢cozimidir. Ozenerjiler dénlisim altinda degismez oldugundan, ilgili Ustlerin toplami
olan ulesim fonksiyonu da degismeden kalir.

(c) Asagidaki bicimde bir Hamiltonyen varsayalim

~. 2
=2 G TV ).
Z[H;]'nin A’dan bagimsiz oldugu sonucunu kullanarak virial iligkisini kanitlayiniz,
16.1 2 81— ~
(B-)=(5zn).
burada parantezler termal ortalamalari gosterir. (Cevabinizi, muhtemel bir kuantum

mekaniksel gikarim da benzer oldugu i¢in klasik olarak formule edebilirsiniz.)

e Serbest enerjinin ’'ya gére A = 1’de turevini alarak

: 2 7
:—3<@H"' >:—_3<—1”1_+8_E-@1>.
A=1 O |4y m oq

B\ _fov
m @ql o

(d) Yukaridaki iliski bazen uzak galaksilerin katlelerini tahmin etmek icin kullanilir.

dln Z,
oA

0=

buradan da,

G-8.333 galaksisinin dis sinirindaki yildizlarin v = 200 km/s hizla hareket ettigi
Olclimustir. G-8.333 ‘Un kutlesinin boyutuna oranini sayisal olarak tahmin ediniz.

e Virial iligskisi kutlecekimsel sistemlere uygulandiginda

, . GMm
r 7 !2 \l.l — .
(v < I >

Galaksideki yildizlarin kinetik ve potansiyel enerijilerinin bir ¢esit dengeye ulastigini

dusunursek asagidaki sonucu elde ederiz;

M v?
—~ — &6 x 102 kfrm
R G :
3k sk sk sk sk sk sk ok
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