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Degerlendirme Problemleri & Coziimleri
Uglincii sinif i¢i sinav 28/11/07 Carsamba guni, 14:30 — 16:00 arasi
yapilacaktir. 26/11/07 Pazartesi gunu sinav de@erlendirmesiyle uygulama saati
olacaktir.
Sinav kapali kitaptir, ama isterseniz tek sayfa formul kagidi getirebilirsiniz.
Sinav tamamen asagidaki problemlerin bir altkimesinden olugacaktir. Dolayisiyla,
bu problemlerle tanisik ve rahatsaniz, surprizlere yer olmayacaktir!
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Asagidaki bilgileri yararli bulabilirsiniz:

Fiziksel Sabitler

Proton kutlesi
Planck sab./2n
Stefan sabiti

Elektron kltlesi
Elektron Yuku
Isik Hizi
Boltzmann sabiti

Mme =~ 9.1 x 1073 kg
e~ 1.6x10719C
cas 3.0 x 10%ms™!

kp ~ 1.4 x 1072 JK ! Avogadro sayisi

my, ~ 1.7 x 10727kyg
h~1.1x1073% st
10— 8 Wm 2K~

No 2= 6.0 x 10%mol 1

o A3 5.7T %

Cevrim Carpanlari

latm = 1.0 x 10°Nm =2 14 =10"1%n leV =1.1 x 10*K

Termodinamik

dE =7TdS+dW Gazigin: dW = —PdV Telicin: dW = Jdx
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1. Debye—Hiickel teorisi ve halka diyagramlari: Virial agihmi, gaz basincini, n = N/V
yogunlugu cinsinden analitik bir agilim olarak verir. Uzun erimli etkilesmeler, ideal gaz
durum denkleminde analitik olmayan duzeltmelere yolagabilir. Klasik bir 6rnek,
Debye-Huckel teorisinde, bir kimulant aciimindaki tum halka diyagramlarinin
toplanmasiyla hesaplanan, plazmalardaki Coulomb etkilesmesidir.

Kolaylik agisindan, genel yik dengesini saglamak igin, dizgin bir arka plan
pozitif yik yogunlugu Ne/V icinde hareket eden N elektronlu bir gaz disunun.

Coulomb etkilesmesi su bicimi alir

i<

c sabiti arka plandan gelir ve birinci derece duzeltmenin sifir olmasini saglar, yani
Jd*qv(@) =o.
(a) V(@)’nin Fourier donlisiminin asagidaki bigimde oldugunu gdsteriniz

D@y [¥/e? egera£0
- 0 efer 2 =0

(b) <ug)2 icin kimalant agiliminda, sadece bir halka olusturan diyagramlari tutacagiz;

bu halkalar agagidakiyle orantilidir:

Pa P, L o
Rf:/ vy Y @V - ) V(G- q)-

Fourier donusumlerinin ozelliklerini kullanarak sunu gosteriniz

1 Bs -,

(c) (’ug)‘c”de olusturulan halka grafiklerinin sayisinin soyle oldugunu gosteriniz.

NI ((—n! ((-1)! Nt

Sp = — — X A
(N —¢)! 2 2

(d) Halka diyagramlarinin katkilarinin su sekilde toplanabilecegini gdsteriniz,

(— .i'..i’) t

.2 LI
'-|n70——/ l:;dw [ E) —]n(\l—l——)]‘

burada, k = \/Be2N/V Debye perdeleme uzunlugunun tersidir.

>

In Znaka — In Zg — L

Selty
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(lpucu: In (1 + x) = = ¥32,(— x)!/¢ agihmini kullanin.)
(e) Onceki siktaki integral, x = x/w degisken déniisimiyle ve kismi integral alimiyla

basitlestirilebilir. Nihai sonucun sdyle oldugunu gosteriniz,

Vo
In Znaka = In Zy + x>
127

(f) Yukaridaki halka diyagramlarindan basinca gelen duzeltmeyi hesaplayiniz.

(9) Iki pargacik arasinda bir V(G — G') etkin potansiyelini, diger tim parcaciklarin
koordinatlari Uzerinden integral alarak tanimlayabiliriz. Bu, bir kimulant agiliminda
pertirbatif olarak hesaplanabilen bir beklenen degere denktir. Eger sadece
parcaciklar arasinda dongusuz diyagramlari (halkalarin benzeri) dahil edersek,

elimizde,
x roa3 = 73 =
7 Ny Q\EIG(H a gy,
TN

TGN j Vv T v

Bu toplamin, perdelenmis Coulomb etkilesmesi V(§) = exp (—«|G|)/(4m|d])’ye

(= =/

]\ ): —1y
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gOturecegini gosteriniz.

S
2. Virial katsayilari: d-boyutlu uzayda, ikili merkezi potansiyel V(r) ile etkilesen
parcaciklarin bir gazini disunun, burada potansiyel sdyle tanimhidir,

+oo eger0<r<a,
V()= {—e egera <r <b,
0 eger b <r < oo,

(a) ikinci virial katsayisi B,(T)’yi hesaplayiniz, ve yilksek ve disik sicaklik
davranisini yorumlayiniz.
(b) Asagidaki esisil sikistirilabilirlige ilk dizeltmeyi hesaplayiniz.

. 1 oV
TV oP|,

(c) Yuksek sicaklik limitinde, durum denklemini van der Waals bigiminde dizenleyiniz

ve van der Waals parametrelerini belirleyiniz.

(d) b = a (sert kure), ve d = 1 i¢in, uguncu virial katsayisi B;(T)’'u hesaplayiniz.
n——

3. Dieterici denklemi: Bir gaz Dieterici durum denklemini saglamaktadir:
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buradav =V/N.
(a) Kritik noktada Pv/kgT oranini bulunuz.
(b) Esisil sikigtinlabilirlik x;'y1, v=wv, igin, T —T/nin bir fonksiyonu olarak
hesaplayiniz.
(c) Kritik esisil egrisi Uzerinde basinci (v —v.)'nin sifirdan farkli en kiguk
mertebesine kadar aciniz.
s s ke ko ok o
4. ki boyutlu Coulomb gazi: Alani A = L x L olan iki boyutlu bir kutuda N tane pozitif

ve N tane negatif yukli klasik pargaciklarin karisimini disinin. Hamiltonyen

soyledir,
2N 'ﬁ" 2N
H=> 5-=> cchld-g
i=1 i<
burada,i =1,...Nise ¢; = +c, ve i = N+ 1,...2N ise ¢; = —c, pargaciklarin yuklerini,

{q;} ve {p;} siraslyla koordinat ve momentumlarini gosterir.

(a) Dikkat edilirse, etkilesme teriminde her ¢ift sadece bir kez goérunur ve kendiyle
etkilesme, i = j, yoktur. Kag cift icin itici, ve kag tanesi igin gekici etkilesme vardir?

(b) Ulesim fonksiyonu Z(N, T, A) icin {G;} ve {p;} Uzerinden integraller cinsinden bir
ifade yaziniz. Momentumlar Uzerinden integralleri alin ve koordinatlarin katkilarini,
{g;Y'nin kuvvetlerini iceren bir carpim olarak, e'™* = x esitligini kullanarak yeniden
yaziniz.

(c) {q;} Uzerinden integralleri kesin olarak almak mimkin olmasa da, Z’nin A’ya

bagimlilidi, koordinatlarin basit bir yeniden o&lgeklendiriimesiyle, ¢; = q;/L, elde

edilebili. (a) ve (b) siklarindaki sonugclari kullanarak Z oc A2N=B<N/2 oldugunu
gOsteriniz.

(d) Bu gazin iki boyutlu basincini hesaplayiniz, ve ylksek ve dusuk sicaklik
davraniglarini yorumlayiniz.

(e) Dusuk sicakliklardaki bu fiziksel olmayan davranistan, herhangi iki pargacigin bir
a mesafesinden daha yakina gelmesini engelleyen bir sert gekirdek eklenerek
kaginilir. iki uzunluk 6lgegi a ve L'nin bulunmasi, (c) sikkindaki élcekleme analizini
supheli kilar. N =1 igin Ulesim fonksiyonunu inceleyerek, onceki sikkin sonucunu
gecersiz kilacak bicimde Ulesim fonksiyonunun hesabinda kisa mesafe oélgcegi a’nin
onemli hale geldigi T, sicakh@i i¢in bir tahminde bulununuz. Bu sistemin dusuk ve

yuksek sicakliklardaki fazlari nelerdir?
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s s sk ek ok ok o
5. Bir boyutlu gazin kesin ¢dézuimleri: istatistiksel mekanikte, kesin olarak ¢dziilebilen
cok az etkilesen pargacik sistemi vardir. Bu tur kesin ¢ozumler, cesitli yaklasimlarin
guvenirligini  kontrol etmeyi sagladiklari icin ¢ok oOnemlidirler. Kisa erimli
etkilesmelerle bir boyutlu bir gaz, bu tir ¢ézulebilir bir durumdur.

(a) Daha uzak komsularla etkilesmeleri perdeleyen sert ¢ekirdekli bir potansiyel igin

N tane pargacigin Hamiltonyeninin soyle yazilabilecegini gosterin.

N N
, D; 'y \
H — LA Ve, —xi_1).

; 2m Z { -1)

i=3

(Ayirt edilemez) pargaciklar, {x;} koordinatlariyla isaretlenmigtir, dyle ki
O0<z1 <2 <--- <y <L,

burada L pargaciklari sinirlandiran kutunun uzunlugudur.

(b) Ulesim fonksiyonu Z(T,N,L) igin ifadeyi yaziniz. Degiskenleri &, = x,
b, = Xy — X1,-+, Oy = Xy — Xy_1 biciminde degistiriniz, ve izin verilen integral araliklari
ile kisitlari dikkatlice belirtiniz.

(c) Laplace donugumunden elde edilen Gibbs tlesim fonksiyonunu ele alalim,

Z(T,N,P) = f dL exp(—3PL)Z(T,N, L),
0

ve integrandin u¢ dederlerini belirleyerek, kanonik toplulukta P’nin standart fomualina
bulunuz.

(d) Degiskenleri L'den 8y, = L — YN, §;’e geviriniz ve Z(T, N, P)'nin ifadesini, her §;
Uzerinden integrallerin garpimi olarak bulunuz.

(e) Sabit bir P basincinda, ortalama uzunluk L(T, N, P) ve yogunluk n = N/L(T,N, P)
icin ifadeleri bulunuz (yorumlamasi kolay integrallerin oranlarini igeren).

Herhangi bir olasi potansiyel secimi igin (e) sikkindaki n(T, P) surekli ve tekil
olmayan bir ifade oldugundan, aslinda bir boyutlu gazda yogusma gegisi bulunmaz.
Tersine, yaklasik van der Waals denklemi (ya da ortalama alan hesabi) yanhs
bicimde bdyle bir gegis dngorar.

(f) Parcaciklar arasi minimum mesafesi a olan bir sert kire gazinin durum denklemi
P(T,n)’yi hesaplayiniz. Diglanan hacim oranini 6nceki problemlerde bulunan yaklasik
sonugla kargilastiriniz, ve ayrica genel virial katsayisi B,(T)'yi elde ediniz.

3k 3k koK ko kok
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6. Bir boyutlu zincir. m kutleli N + 1 tane pargaciktan olugan bir zincir, N tane kutlesiz,
yay sabiti K ve gevsemis uzunlugu a olan yayla baglanmistir. ilk ve son parcaciklar
Na denge mesafesinde sabit tutulmaktadir. Pargaciklarin denge konumlarindan
boyuna yer degistirmelerini {u;} ile gosterelim; uctaki parcaciklar sabit oldugundan

uy = uy = 0. {y;} ve eslenik {p;} momentumlarini ydneten Hamiltonyen sdyledir.

N1 g N—2

. LE . 2 :

= E f o [+ E (wip1 —us)” +ud |-
i=1

2m 2

(a) Uygun (sinus) Fourier donusumunu kullanarak normal modlar {ii,} ve ilgili
frekanslar {w;}’y1 bulunuz.
(b) Hamiltonyeni normal modlarin genlikleri {ii,} cinsinden ifade ediniz ve klasik
ulesim fonksiyonunu hesaplayiniz. ({u;} integrallerini —co’dan +oo’a alabilirsiniz.)
(c) Once (|i|?)'yi bulunuz ve sonucu kullanarak {u?}'yi hesaplayiniz. Hesaplanan, her
parcacigin yerdegdistirmesinin karesini denge konumunun fonksiyonu olarak ¢iziniz.
(d) Eger sadece birinci pargacik sabit (u, = 0), diger u¢ serbest (uy # 0) ise
sonuglar nasil degisir? (Dikkat edilirse, Ulesim fonksiyonu, degiskenleri N — 1 tane
yay uzamalarina degistirerek hesaplanabildiginden, bu, c¢ok daha basit bir
problemdir.)

s s sk ke ke ok ok
7. Kara delik termodinamigi: Bekenstein ve Hawking'e gore, bir kara deligin entropisi
alani A ile orantilidir ve soyle verilir,

L kpc® '
T AGH

(a) Klasik mekanigi kullanarak M kutleli bir cisimden R yarigap! uzaklikta kagis hizini
hesaplayiniz. Bu kagis hizini 1sik hizi ¢ alarak, kara deligin yarigapi ve kutlesi
arasinda bir baginti bulunuz. (ilk olarak Laplace tarafindan elde edilen bu sonucu
goreceli hesaplamalar degigtirmez.)

(b) ki kara delik birlesip tek oldugunda entropi artar mi, azalir mi? Gilines kadar
kiitlesi olan (Mg ~ 2 x 103°kg) iki kara delik birlestijinde evrenin entropi degisimi
(denk bilginin bit sayisi cinsinden) nedir?

(c) Kara deligin i¢sel enerjisi Einstein bagintisi E = Mc? ile verilir.Kara deligin

sicakhgini kutlesi cinsinden bulunuz.
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(d) Bir “kara delik” aslinda, olay ufkunda c¢ift yaratim siregleri sayesinde, termal

radyasyon yayar. Bu tlr 1sima dolayisiyla enerji kaybetme hizini bulunuz.

(e) Yahtiimis bir kara deligin buharlagsmasi igin gereken zamani bulunuz. Gunes

kitleli bir kara delik icin bu stre ne kadardir?

(f) Mevcut kozmik arkaplan radyasyonu T = 2.7°K ile termal dengede bir kara deligin

kUtlesi nedir?

(g) Uzayin yarigcapi R olan kuresel bir hacmini disinin. Son zamanlarda formule

edilen Hologram llkesine gére, iceriginden bagimsiz olarak(!) bu uzay hacminin

sahip olabilecegi entropinin bir maksimum degderi vardir. Bu maksimum entropi nedir?
sk ke ko s

8. Kuantum harmonik salinici: Hamiltonyeni asagidaki gibi olan tek bir harmonik

saliniciyi ele alalim.

P> mw?q? hod
= \ p=—-—
2m 2 k i dg

(a) Ulesim fonksiyonu Z’yi T sicakliginda bulunuz, ve () enerjisini hesaplayiniz.
(b) Kanonik yogunluk matrisi p igin, H’nin 6zdurumlari ({|n)}) ve enerji seviyeleri
({e,}) cinsinden, formal ifadeyi yaziniz.

(c) Genel bir operatdr A(x) igin sunu gosteriniz:

o ., 04 [, OA

55 &P [A(x)] # ——exp[A{x)], eger L4 —} =0 degilse,

ancak her durumda,
% tr {exp [A(z)]} = tr {04 exp [A(I)]} .

(d) Dikkat edilirse, (a) sikkinda hesaplanan Ulesim fonksiyonu kitle m’den

bagdimsizdir, yani dZ/om = 0. Bu bilgiyi (c) sikkindaki sonugla birlikte kullanarak,

P2 B mw?q?
om/ 2 '

(e) (d) ve (a) siklarinin sonuglarini kullanarak, veya baska yoldan, (qg?)yi

sunu gosteriniz,

hesaplayiniz. Problem 6’daki sonuglar kuantum mekaniksel etkilerin dahil edilmesiyle
duguk sicaklklarda nasil degigir?
(f) Bir koordinat gosteriminde, (q'|p|q)'yu yuksek sicaklik limitinde hesaplayiniz. Bir

yaklasim, asagidaki sonucu kullanmaktir,
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exp(FA)exp(SB) = exp [)’{4 + B) + 3° [A, B]/2+ O( ;.'_33)] .

(g) Dusuk sicakliklarda, p’da dusuk enerjili durumlar baskindir. Taban durum dalga
fonksiyonunu kullanip, (g'|p|qY'nun T — 0 limitindeki davranigini degerlendiriniz.
(h) {(¢'|p|lq) nun tam ifadesini hesaplayiniz.
S
9. Goreceli Coulomb gazi: V = L3 hacimli bir kutuda N tane pozitif ve N tane negatif

yuklu goreceli pargacigin bir goreceli sistemini dustiinin. Hamiltonyen sdyledir,

2N oN
H=Sdnl 1S
i1 |7 = 75

i<
burada i=1,-N ise e;=+e,, ve i=N+1,---2N ise e = —e, parcaciklarin
yiklerini temsil eder; {#;} ve {p;} ise ilgili koordinat ve momentlerdir. Bu, ¢ézmek igin
¢cok karmasik bir sistem olmakla beraber yine de bazi kesin sonuglar elde etmek
mumkuanddr.
(a) Ozdegerler ¢, (L) ve 6zfonksiyonlar (konum uzayinda) ¥, ({#}) i¢in Schrédinger
denklemini yaziniz. Pargaciklarin bozon ya da fermion olmasina gére ¥, ({r}) lizerine
uygulanacak kisitlari yaziniz.
(b) # =71;/L Olgek degisimiyle Ozdegerlerin &,(L) = ¢&,(1)/L Olgek degisimini
sagladigini gosteriniz.
(c) Ulesim fonksiyonu Z(N,V,T)'nin, 6zdegerler {¢,(L)} cinsiden olan genel bigimini
kullanarak Z’'nin T ve V’ye ayri ayri bagli olmadigini fakat farkli oranlarda 6zel bir
kombinasyonla bagh oldugunu gdsteriniz.
(d) Gazin E enerjisini ve P basincini ulesim fonksiyonunun degisimleriyle
iliskilendiriniz. E = 3PV kesin sonucunu kanitlayiniz.
(e) d boyutlu bir uzayda Coulomb etkilesmesi uzaklikla e;e;/|#; — 7|47 (d = 2'de
logaritmik bir etkilesim vardir.) Hangi d boyutunda géreceli olmayan pargaciklar i¢in E
ve P arasinda kesin bir iliski kurabilirsiniz (kinetik enerji Y, p> /2m)? Enerji ve basing
icin karsilik gelen kesin iligki nasildir?
(f) Yukaridaki ‘kesin’ olcekleme yasasinin neden yogun (sivi ya da kati) Colulomb
karigimlarinda gegerli olmasi beklenmez?

S——
10. Virial teoremi N (klasik ya da kuantum) parcaciktan olusan bir sistem igin faz

uzayinin Olgek degisimi gibi kanonik donusumler altinda degismez kalmasinin bir
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sonucudur. Sorunun devaminda genellestiriimis koordinatlari ve momentumlari ve
(i=1,..., N) olan N pargacadin Hamiltonyenini H ({p;}, {g;}) olarak disinlniz.

(a) Klasik model: Klasik ulesim fonksiyonunun, Z = Z[H], ifadesini yaziniz ve
d1 = 141, P1 — P1/A degisimi gibi bir ¢ift eslenik degiskenin yeniden dlgeklendiriimesi
altinda degismez oldugunu gésteriniz. Ornegin Z[H;] A’dan bagimsizdir, ki burada
H;, yukaridaki olgeklendirmeden sonra elde edilen Hamiltonyendir.

(b) Kuantum mekaniksel model: Kuantum ulesim fonksiyonunu veren ifadeyi yaziniz.
G1 = Aq1, P1 = P1/A donusimleri altinda bu Ulesim fonksiyonunun da degismez
oldugunu gésteriniz. Burada p; ve §; artik kuantum mekaniksel operatérlerdir. (ipucu:
zamandan bagimsiz Schrodinger denklemiyle baslayin.)

(c) Asagidaki bigcimde bir Hamiltonyen varsayalim

131'2 rif
H= Z o +V ({&}) -

Z[H;]'nin A’dan bagimsiz oldugu sonucunu kullanarak virial iligkisini kanitlayiniz,

P2 ov
(%)= ()
burada parantezler termal ortalamalari gosterir. (Cevabinizi, muhtemel bir kuantum
mekaniksel ¢ikarim da benzer oldugu igin klasik olarak formule edebilirsiniz.)
(d) Yukaridaki iliski bazen uzak galaksilerin katlelerini tahmin etmek igin kullanilir.
G-8.333 galaksisinin dig sinirindaki yildizlarin v = 200 km/s hizla hareket ettigi
Olgulmastur. G-8.333 ‘Un kutlesinin boyutuna oranini sayisal olarak tahmin ediniz.

k3K koK kok kok
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