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Degerlendirme Problemleri

ikinci sinif ici sinav 24/10/07 Carsamba giini, 14:30 — 16:00 aras! yapilacaktir.

22/10/07 Pazartesi glinu sinav degerlendirmesiyle uygulama saati olacaktir.

Sinav kapali kitaptir, ama isterseniz tek sayfa formul kagidi getirebilirsiniz.

Sinav tamamen agagidaki problemlerin bir altkimesinden olusacaktir. Dolayisiyla,

bu problemlerle tanisik ve rahatsaniz, surprizlere yer olmayacaktir!

kkkkkkkk

Asagidaki bilgileri yararl bulabilirsiniz:

Fiziksel Sabitler

Proton kutlesi
Planck sab./2n
Stefan sabiti

kp ~ 1.4 x 1072 JK~! Avogadro sayisi

Elektron kiitlesi e ~= 9.1 x 1073 kg
Elektron Yk e 1.6 x10719¢C
Isik Hizi
Boltzmann sabiti

c==3.0x 108ms™?!

Cevrim Garpanlari

latm = 1.0 x 10°Nm—2 1A =10"1%n

Termodinamik

dE =TdS+dW Gazigin: dW = —PdV

Matematiksel Formiiller

fo% de o em0% = L (= .

antl a/l

I N N T i Py S o2kt
- da f_.xp[ ik —202} = VimoZexp |—T5—

/o—tkry oo (—ik)" o ny
A6 > - Zn:-) ! L)

my &= 1.7 x 10727kg
h~1.1x1073*Js!
o570 x 073 Wm2K~
Ny = 6.0 x 10%%mal—1

leV = 1.1 x 10*K

Teligin: dW = Jdx

limy_oonN!=NInN - N

—ikx\ oo (—ik)" 4y
In <'r > _Zﬂ-zl n! (& /e

cosh(r) =1+ f—? + i—? + - sinh(x) = = + 5;-? + % 4o
- . . .. D7 djz
d boyutta birim kiirenin ylizey alani Sy = m
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1. Bir boyutlu gaz:lsil dengede bir gaz pargacigli aniden tek boyutlu bir tuzak ile

sinirlandiniimistir. llgili kanigik durum, f(p) = exp (—p?/2mkgT)//2rmksT olmak
Uzere, ilk yogunluk fonksiyonu p(q,p,t = 0) = §(q)f (p) ile tanimlanir.

(a) Liouville denkleminden baslayarak, p(q,p,t)’yu turetiniz ve (q,p) duzleminde
ciziniz.

e Faz uzayl yogunlugunun sikistirlamaz dogasini tanimlayan Liouville denklemi

soyledir:

dp B .dp

dp  JdHOdp  JHIp
at 1 dg

- = _—— — = —{p, H.
pi)p dp Oq + dqg dp {p, )

1-boyutlu tuzakla sinirlanmis gaz pargacigi igin, Hamiltonyen asagidaki gibi yazilabilir

P p?
5t Vige) = EE
2m 2m

H:

gunkd V, =0, ve y ve z yonlerinde hareket yoktur. Bu Hamiltonyen ile Liouville

denklemi soyle olur:
dp  pdp
ot m dq’

¢ozumu, belirtilen baglangi¢ kogullarina tabi oldugunda soyledir:

oy N
plgspit)=p (q — Ef-p-U) =0 (q - ;f) f(p).
p

t=0

egim m/t
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(b) t > 0’da (g?) ve (p?) ortalamalari igin ifadeleri tiretiniz.

e Herhangi bir gozlemlenebilir O i¢in beklenen deger

(0) = /drop(r_f).

ve boylece

A

<p'2> = f})gf(j))r5 (Q — %7‘) dp dg = /})Qf[p)rr’p

= f}\ dp 3)2;6{1) — P’ = mkpgT
e V2rmkpT 2mkpT ‘

Ayni sekilde, sunu elde ederiz:

: 2
o 7] D\ 2 . t . kT .
(¢®) = f 1 ()3 (a— Lt) dp dg = f (£4) rp)dp = (;) f PP F(p)dp = ~o—t2

(c) g = xQ’ya sert duvarlarin yerlestirildigini varsayalim. t uygun buyuklikte bir
gevseme zamani olmak Uzere, p(q,p,t > 7)’yu tanimlayiniz.

e Simdi de sert duvarlarin g = +Q’ya vyerlestirildigini varsayallim. Uygun
bayuklukteki gevseme zamani t, duvarlar arasindaki karakteristik uzunluk bolu

parcacigin karakteristik hizidir, yani

_2Q  2Qm — 20 \/T
4| N kpT

Baslangigta p(q,p,t) (a) sikkinda gosterilen dagilima benzerdir, ancak pargacigin

bariyere her ¢arpiginda yansima p’yi - p’ye degistirir. Zaman gectikge egimler azalir
ve p(q,p,t) aralarindaki mesafe 2mQ/t olarak sifira giden bir dizi yakin aralikh ¢izgi

haline gelir.

AN
AN
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(d) Bir “kabalastiriimis” yogunluk olan p, (q,p) dizleminde p’nun bir kiguk
¢6zUnUrlGgun altindaki degisimleri ihmal edilerek, yani ¢ézinUrlik alani hucreleri
Uzerinde p’nun ortalamasi alinarak, elde edilir. (c) sikkindaki durum igin g(q,p)’yu
bulunuz, ve duragan oldugunu gdsteriniz.

e Bu alanin pikseller dizisine bdlinmesiyle, (p,q) uzayinda herhangi bir ¢
¢6zUnUrligu secebiliriz: dizlemi bu alana esit piksellerin bir dizisine bolimleyerek.
Herhangi bir ¢ igin, yeterince uzun bir zaman sonra bir¢gok cizgiler bu alandan

gececektir. Onlarin Gzerinden ortalama alarak,

pla,p.t > 1) = f( ),

elde edilir, gunkl: (/) her p’deki f(p) yodunlugu her zaman aynidir, ve (i) q €
[—Q, +Q] boyunca tum noktalar esit derecede olasidir. Bu kabalastirilmis yogunlugun
zamana gore degisimi i¢in sunu buluruz,

dp » dp -
._f — _‘L_._" =0, yani p duragandir.
ot m dg

3k 3k 3k 5k ko kok

2. Entropinin evrimi: Normallestiriimis topluluk yogunlugu, I' faz uzayinda bir
olasiliktir. Bu olasilik, iligkili bir entropiye, S(t) = — [ dTp(T,t) In p(T, t)’e sahiptir.

(a) Eger p(T,t) bir H Hamiltonyeni igin Liouville denklemini sagliyorsa, dS/dt =0
oldugunu gosteriniz.

e Bir “entropi” adayi soyle tanimlanir:

S(t) = - fdfr-?iﬂﬂlllp(?.ﬁ = —(Inp(T,1)).

Zamana gore turev alindiginda su denklem elde edilir:

5 1 df (")'0 7
- fdf (T Inp—+ ﬁ;Tf) fdfa (Inp+1).

Liouville teoreminden elde edilen dp/dt ifadesinin yerine konulmasi su sonucu verir:

as dp OH  dp OH ‘
1T Inp+1).
dt _/ : Z (c)pt dqi_ g, ("}p.i) (lnp )
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(Burada i takisi, N tane pargacigin yani sira, 3 koordinati isaretlemek icin kullanilir ve

bundan dolay! 1°den 3N’ye kadar degerler alir.) Yukaridaki ifadenin kismi integrali

sunu verir,
1S N0 (oH ) [ OH ‘
= /‘d[v ‘ ( flnr)—l—ﬂ\ ¢ (( (]np—!—l)\-‘
dt _:1 i ()pz \ dg; )q \ Opi /]
N r
0?H aH 1 dp 0*H OH 1 dp
= i - Inp+1)+ — | 1) —¢
_/'( ; _pé')pit’)q?( e ) pd% Ip; *}()qi()pi( np+l) P{’)p,; p dq;
3N .
OH O OH I
= fary | TR
—~ | Jq; dp;  Jp; Dg;

Son ifadenin kismi integrali sunu verir:

a’S i O*H J*H i
— T — 0.
/ ‘ Z [ " op; dql C?q?:'dpi

(b) Lagrange carpanlari yontemini kullanarak, S[p] fonksiyonelini, sabit ortalama

enerji, (H) = [dIrpH =E, kisiti altinda maksimum yapan p ., (I fonksiyonunu

bulunuz.

e Asagida sirasiyla yazilan iki kisit, normallestirme ve sabit ortalama enerji, vardir
/ dlp(I') = 1, ve (H) = f dUp(TYH = E.

Entropi icin ifadenin yeniden yaziimasiyla:

S(t) = /‘dlﬁp(lﬁ] —Inp(l') —a— H] + a + BE,

T Bu standart kismi integraldir, yani ['FdG = FG|§ — [,'GdF. Bu problemde

integrali alinacak ifadenin bir terimine agik¢a bakildiginda,

:3}.“\‘IY
v dp ()H dp OH
/ []avi=- dqidp, -+ dgidp; - dgsndpsy
pale “Oq; Op dg; Op;’

dG=dqi:—:, ve ifadenin geri kalanini F olarak tanimlariz. Kutunun sinirlarinda

p(q;) = 0 oldugu hatirlanirsa, sunu elde ederiz,

3N

p OH 0 OH
/Hd’”] [H 1Vip—

P dq; Op; dq; Op;”

(D) &v-ric-sa | Sayfa 6 www.acikders.org.tr



; E%
Istatistiksel Mekanik | udbMk Sinav

burada a ve B, bu iki kisiti zorlamak igin kullanilan Lagrange c¢arpanlaridir. p(T)

fonksiyonuna goére yukaridaki ifadenin u¢ noktalari hesaplandiginda,

0S8

m = —Inpmaer(I') —a— FH(I") — 1 =0.

1P=fmax
Bu esitligin ¢6zUmu

In pmae = —(a+ 1) — BH,
su sekilde yeniden yazilabilir:

. e BN S« ¥ WAN whoane 1t —(o41)
Pmar = CexXp(—0il), wnere U =¢ .

(c) (b) sikkindaki ¢6zUmun duragan, yani dp .« /0t = 0 oldugunu godsteriniz.
e (b) sikkinda elde edilen yogunluk, suradan da kolaylikla kontrol edilebilecegi

Uzere, duragandir:

t)_ . "
PR = — {pmaz, H} = - {ceM n}
) ) ol ) -
T i LYoV B
dp dyq dg dp

(d) Sistem, (b)deki denge yogunluguna yaklasirken, entropide goézlenen artis,
(a)’daki sonugla nasil bagdastirilabilir? (ipucu: Onceki problemde karsilasilan durumu
disundn.)
e Liouville denklemi, OYF p(T,t)'nin bilgi igerigini korur ve bu nedenle S(t)
zamanla artmaz. Ancak, problem 1’deki 6rnekte gdsterildigi gibi, yodunluk, faz
uzayinda daha ince dagiimis hale gelir. Faz uzayinin herhangi bir kabalastiriimasi
varliginda, bilgi kaybolur. p’ya karsilik gelen maksimum entropi, bu anlamda dengeyi
tanimlar.
sk ok 3ok ok

3. Vlasov denklemi, yuksek pargacik yogunlugu n = N/V veya pargaciklar arasi
blylk etkilesme menzili A limitinde, dyle ki nA3 > 1, elde edilir. Bu limitte, BBGKY
hiyerarsisindeki denklemlerin sol tarafinda bulunan ¢arpigsma terimleri ¢ikarilir.

BBGKY hiyerarsisi,

D V(T —q}) 0 W

— + - é ( E - - ==

al " 11 L)un i p O O, fs
L n—1 / =

(fﬂ (EH»'I ) a.f.qu'
= E cﬂ q+1 C—,
ddn, oy,

n=1

su karakteristik zaman olgeklerine sahiptir,
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Tt oq L/

il _ (S VNG, v

. 0§ Op X

1 f AV 0 fs11
~ dx g M

TX dq Ip fs

Sinav

P

burada n2A3, etkilesim menzili A igindeki parcaciklarin sayisi, ve v tipik bir hizdr.

Boltzmann denklemi, seyreltik limitte, nA® « 1, 1/14 < 1/1, mertebesindeki terimleri

g6z ardi ederek elde edilir. Vlasov denklemi, yogun limit nA3 > 1'de, 1/7. < 1/ty

mertebesindeki terimleri yoksayarak elde edilir.

(@) N pargcacik yogunlugunun, tek pargacik yogunluklarinin ¢arpimi oldugunu

varsayalim, yani, x; = (p;,G;) olmak uzere, p =[N, p:(x;,t). f; yodunluklarini ve

normallestiriimelerini hesaplayiniz.

e Parcacik i'nin koordinat ve momentumlari x; ile gOsterilsin. Birlesik olasilik

py = [V, p1(x;, t)'den baglayarak, bagimsiz pargaciklar igin sunu buluruz

Nl

N

nT s
NUfy

£ 1—f JTr . Y FAY
TN o) L Trern =T 1L A

Normallestirme igin

[arp =1,
J

ve

a—s+1

—
—

n=1

[cﬂ""lpl(x.t) =1,
J

(b) Carpisma terimleri yok edildiginde, BBGKY hiyerarsisindeki tim denklemlerin su

tek denkleme esdeger oldugunu gosteriniz

d N
ot

burada

OUgg 0

g0
dqg  Ip

m  Oq

} hp.q.t) =0,

Uuit(3.t) = U(@) + f dx'V(7— ¢") fi(x 1),

e Asagidaki iligkiyi belirterek

fs—l—l

(N — s)!

fs

= . rPl(XS—H)-

(N—s-1)

indirgenmis BBGKY hiyerarsisi sdyledir

Sayfa 8
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[0 S (F, o oUu a\].
o0 " 2\ 03, 9q, o) |

- r av(@;‘t - (Fs 0 T
~ Z ](fi"'s+1 +1) [(—\ - -ijsﬂlixs—l—l”

a(]:n ‘ aﬁn

n=1
s

d

dq,
el In

o~
-2

N L I G
I;/ f””s—l-lfgl(xs—kl)v(()fn — (ay1) - —\} d—_.fs
Pn

burada, N >» s igin (N —s) = N yaklagikhdini kullandik. Yukaridaki denklemi yeniden

yazarsak,

O (Do O Oy O
— AL - =0,
lih‘ +_Zl (m. DG G, Ipn fs

n=

burada

Ueps = U(]) +Nfd?”lz‘((f— 7' )pr(x' ).

(c) Simdi de N tane parcacigi V hacimli bir kutuya konmus halde, ve baska bir
potansiyel yokken disUnin. f;(¢,p) = g(®)/V’nin, herhangi bir g(p) igin Vlasov
denkleminin duragan bir ¢6zimi oldugunu gosteriniz. g(p) icin dengeye dogru
gevseme neden yoktur?
e Suradan baslayarak

pr=g(p)/V.
sunu elde ederiz,

N =9

Hepr = Z [% + Ue;"f(@é)J :

burada,

Uess =04 N [aVv(a= ) patn) = 3 [ @ovia.

(Normallestirme kosulu [ d3p g(p) = 1’den yararlandik.) Vlasov denkleminde yerine

0 N p o d 0
—_— _— — 11 = U,
ot~ m og)"?

Dengeye dogru gevseme yoktur ¢linkll g(p)’nin gevsemesini saglayacak ¢arpigsmalar

koyarsak,

bulunmaz. Her pagacigin momentumu H,, tarafindan korunur, yani {p;, Herr} =0

olmasli degismesine izin vermez.

3k 3k 3k 3k ko kok
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4. [ki bilesenli plazma: +e yikli ve m, kitleli N tane iyon ile - e yUklii ve m_ kiitleli N
tane elektronun, V = N /n, hacmi iginde ndtr bir karigimini dasunadn.
(@) Bu iki bilesenli sistem igin Vlasov denklemlerinin asagidaki gibi oldugunu

gosteriniz

) TG, 0P J

.L— "‘l—)‘é‘FCL. iﬁc s | f4(P.q. ) =0
at  my 0f aqg  Op /
{ 9] 7oa  O0bg 0

g, r 9 Y man=0
ot T 05 “Toq ()ﬁ}f (P.q.1)

burada etkin Coulomb potansiyeli sdyle verilir,

Pogr(7.1) = Pexe(7) + ¢ / X' C(G— ) [[1(x'0) = [ (X 1)

Yukarida, @, dis yiklerce olusturulan potansiyeldir, ve Coulomb potansiyeli C(q)
V2C = 4163 (q) diferansiyel denklemini saglar.

ki bilesenli karisimin Hamiltonyeni soyledir

7, -) 2N
Pi”
"= Z{ J+Z€PJ +Z€1 ert(h
2my 2m 5= |7 — pt
burada C(G; — G;) = 1/1q; — q,|'dir, sonug olarak
O'.:L _ ‘Ciw})iﬂ te ' (: C(G — )
Jq; Iq; £ Oq; !
JFi
Bunu Vlasov denkleminde yerine koydugumuzda,
o ﬁ 0 (.;)‘I)eff 0
— 4+ 4L b g, 1) =0,
L)t me 07 ag op| HPd )=

d g d Py O
.22 @ =o.
o T e “Tog op TV

(b) Tek parcacik yogunluklarinin fy = g+(P)n+(q) duragan bigimleri oldugunu

varsayalim. Etkin potansiyelin su denklemi sagladigini gosteriniz,
V2®.5 = A pext + Ame (n4(7) — n_(q)),

burada p.y: dis yuk yogunlugudur.
e fi(3q) =g+@n.(§) alarak, ve [d*pg+ (P) =1 oldugunu kullanarak, etkin

potansiyeldeki integraller sdyle basitlesir,

Sayfa www.acikders.org.tr
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Pepp(d.t) = Pee(q) + ffa’Stz’C-'(fF ") [ne(@") —n_(q")].

V2 operatérini yukaridaki denkleme uygular, V2®,,, = 47p.: Ve V2C(G—q') =

41t853(q — q') oldugunu kullanirsak, sunu elde ederiz,

V20ess = 4 peat + 4me [n4(7) — n-(7)].-
(c) Yogdunluklarin, denge Boltzmann agirliklari n.(q) = ngexp [£Be®.rr(§)]'ye
gevsediklerini de varsaymak, su oztutarlihk kosuluna yol agar,

V2®et = AT [pext + noe (e9°Fett — e~ FePert)] |
ki bu, Poisson-Boltzmann denklemi olarak bilinir. Dogrusal olmayan bi¢imi yiztinden,
genellikle Poisson-Boltzmann denklemini ¢ézmek mimkin degildir. Ustel
fonksiyonlar dogrusallastirilarak, daha basit olan Debye denklemi elde edilir,
V2Pt = AT pext + Porr /A,

Debye perdeleme uzunlugu X’nin ifadesini veriniz.

e Boltzmann agirliklarinin dogrusallastiriimasi sunu verir
Ny = no exp[TFRePerr(q)] = no [1 T BePesy],
sonug olarak,
-2 _ 1
Voo pr = AT pegt + /\_Q‘I’eff-.
burada perdeleme uzunlugu soyle verilir

;n‘BT

8rnge?’

}‘2
(d) Debye denkleminin su genel ¢6zimu oldugunu goésteriniz
Pr(7) = [ ETCT T o7

burada G(q) = exp (—|q|/A)/|q| perdelenmis Coulomb potansiyelidir.

e Debye denkleminin su genel ¢ozUmu oldugunu gostermek istiyoruz

s (7) = [ TG (T~ T)peat@).
J

burada
L exp(=lql/A)
G(g) = T
Sayfa www.acikders.org.tr
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Esdeger olarak gostermek istedigimiz sey ¢ # 0 igin V2G = G/A*. Kiresel
koordinatlarda G = exp (—r/A)/r. V? islemini kiiresel koordinatlarda yaptigimizda

sonug,

G LD (0GY 10 T 1A et
20— 2, _ Y2t _
r2 or r r2 or AT r2

; ’ 1 ~—T/A .
- J_ [1 r(-_'rf")'_ it-_'r/')‘+lf_T/A:| _ L{_ T’/ _ i

ISR A A A A

(e) Vlasov yaklagiminin o6ztutarhligi icin kosulu veriniz ve pargaciklar arasi mesafe
cinsinden yorumlayiniz.

e Vlasov denklemi n,43 > 1 limitini varsayar; bunun geregi olarak

(kgT)*? ? ~1/3
—nr . oL = =<,
120/‘03 kBT

~ L,

burada ¢ parcaciklar arasindaki mesafedir. Parcaciklar arasi mesafenin cinsinden

Oztutarhlik kosulu soéyledir

(,2
— & kgT,
] . KR

yani, etkilesme enerjisi kinetik (termal) enerjiden ¢ok daha kiguktir.
(f) Show that the characteristic relaxation time (r = A/c) is temperature independent.
What property of the plasma is it related to?

o Karakteristik bir zaman soyle elde edilir

A kpd m m 1
’ e \/ Ny e2 kT nee?  wy,’

burada w, plazma frekansidir..

s s sk ke ke ok ok o
5. Manyetik alanda iki boyutlu elektron gazi: Verici atomlar (P veya As gibi) bir
yariiletkene (Si veya Ge gibi) eklendiginde, bunlarin iletkenlik elektronlari ana érgtde
serbestce hareket etmek Uzere termal olarak uyarilabilirler. Farkli malzemelerin
tabakalarini buyuterek, elektronlari tabakalar arasi sinirlara hapseden, konuma gore
degisen bir potansiyel (is fonksiyonu) olusturmak mumkindur. Asagida, hapsedilmis
elektronlari, iki boyutta klasik pargaciklarin bir gazi olarak ele alacagiz.

Eger elektron tabakalar vericilerden yeterince ayrilmis iseler, sagilmanin ana

kaynagi elektron-elektron garpismalaridir.
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(a) Bir manyetik alan altinda, etkilesmeyen serbest elektronlarin Hamiltonyeni su

bicimdedir

2
L Z (pe—r’A) iﬂ8|§|

2m
(Buradaki iki isaret lektron spinlerinin alana paralel veya antiparalel olmasina karsilik
gelir.) Vektor potansiyel A=Ex G/2 tekdlize bir manyetik alan §’yi tanimlar. Klasik
hareket denklemlerini elde ediniz, ve bunlarin elektronlarin, E’ye dik bir duzlemde
siklotron yoriungelerindeki dénustnu tanimladiklarini gosteriniz.
e Bir manyetik alan altinda, etkilesmeyen serbest elektronlarin Hamiltonyeni su
bicimdedir

N2
(;3} + e_f—l)

H=Y" + up|B|

- 2m
ya da acilmis bicimde
. pg e — e2 —5 —
H=_—+—p -A+—A £t up|B|
20 2
A = B x /2 yerine kondugunda sonug,
_p2 e 2 2 .
H:ﬁ_‘_ﬁp BXQ—I—?(BX(I) ;tB|B‘

P, > (m29 B 2 5
=—+-—pxB q+—(Bq —(B-q))iﬂBIBI-

2m  2m 8m

Kanonik denklemleri, ﬁ =0H /p ve ﬁ = —dH /4, kullanarak sunu buluruz

- OH P e €5
§=—="4—Bxqg, = p=mig—-Bx7q,
! dp m  2m 7 P 7 2 “

OH e g € (5. 2\B
g L @ (5.0
k Jq 2m ! am - 1T 4m !

p icin elde edilmis olan ilk denklemin tirevini almak, ve onu ﬁ icin yukaridaki ikinci

ifadeye esitlemek sunu verir

_ _ - - 2 2 -
— 3 x —L(mq EBX(}')XB—€—|B\2§'+€—(B@')B.
2 2 dm

mq —
2m 4m

[\.)lf"h

Yukaridaki ifadeyi, B x § x B = B2G — (B - §)B ile sadelestirmek suna yol acar

(@) oo | Sayfa
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-mé'z eB x (j’
Bu, elektronlarin siklotron yorungelerindeki donusunu tanimlar,

—

q=de % q.

burada @, = eﬁ/m; yani donusler §’ye dik dizlem Uzerindedir.

(b) Yukari ve asagi spinli elektronlarin yogunluklari f:(p,q,t) ve fi(p,q,t) igin
Boltzmann denklemlerini, spin korunumlu c¢arpismalarin iki kesiti o = a1 = 0y, ve
oy = oy, cinsinden, sezgisel olarak (yani, adim adim bir turetimle degil) yaziniz.

e o0=o0pn =0, Ve gy =oy Kkesitleriyle tanimlanan c¢arpismalarin siniflarini ele

alalim. Yogunluklar igin Boltzmann denklemlerini sdyle yazabiliriz,

df do .
oy gy = /dpzd‘?l'l—vzl{m[f(ﬁl’)f( — £ P F ()] +

do.
dQ)

(5 ) ) — fw'(}ﬁ)f.l.(lﬁﬂ} |

ve

dfl —{H. fi} = '/d P2ff‘7|1'1—1‘2|{m[flih Vfi(p2 ") — f(51) f(p2)] +

do.
dfS)

i1 D) (2 ") = fi(p1) fr(p2 }Jj

(c) H=H; + H, ilgili H fonksiyonlarinin toplami olmak uzere, dH/dt < 0 oldugunu
gOsteriniz.

e Her zamanki Boltzmann H -Teoremi dH/dt < 0 oldugunu sdyler, burada
H [ apr @50 @50
Manyetik alan altindaki elektron gazi i¢in, H fonksiyonu soyle genellestirilebilir
He [ @aplitngy + 5 ).

burada dH/dt < 0 kosulu soyle ispatlanir:

dH @ of)
F f([gfd P {f (Infr +1)+ ()]; (In f; + 1)]

fd g®p[(In f1 + 1) {f1, Hi} + Crp +Cr) + (I fy + 1) ({f1, Hy Y+ Cp + C )l

burada Cy, vb., (b) sikkindaki denklemlerin sag tarafi yoluyla tanimlanmistir. BOylece
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adH
dt

E

/d2qd2 p(nfi +1)(Cpy +Cp) + (In fi +1) (C +Cy)

= fdzqcfgp nfi+)Chr+Unfi+D)C), +(Infi +1)C; +(Infi +1)Cy

JIT T I
aripp @R a

dt  dt dt T

burada H'ler cgarpigma integrallerine benzemektedir. Ayrica, [d?p d?q{f;, H;} =
[d?pd?q {f;,H,} = 0 oldugu gercegdini kullandik. Son denklemdeki terimlerin her

birini ayri ayr ele aldigimizda,

dHyp

i
7 /tfgqffﬁfild p2dQvy — v (In f + 1) [f] (7 NP2 ") — f1(P) fi(52)] -

Bu denklemi, ders notlarinda yapildigi gibi simetrik hale getirdikten sonra,

4dH.

LS | |

7 ] d%qd*p1d*pedQ|vy — 12| [lnf] P fi(Pe) —In fr(pr ) (P2 )]

TFEAFNE AT Fim VE A I e 0
J|\1JL \Pz) — Ji\P1 jJp\pP2 =~ .

A
/1

——

Benzer sekilde, dH,,/dt < 0. Geri kalan iki terimi aldigimizda

n'THﬂw / 2 42 2 - . .:fcru ; Lo . o
il L [In 1 () + 1] —o- [ )2 1) = Fi () £1L(072)]
‘ : - 1 y ., _"

‘f qdp1dpadSvr — vol [In £y (B ) + 1] == [1 (B A1 (o) — F1 (71 )15 ).

burada, (p;,p, < p.,p.") dedis tokusunu yaptik. Bu iki ifadenin ortalamasini birlikte

alirsak,
LT ["IQ””’ p1d°padQvy — 'l’2|dgx In f1(51) — In f1(Py )]
dt 2/ ! a0 - \ | ]
) [f] (P1)f (PQ f]‘ (P1 !)f_l. (P2 ’)]‘
Ayni sekilde,
dI-iIt” = 1](32@'(3 P d>padQ|vy —12\ [lllf]lpg —Infi(p2 )]
a 2

-[f1(P2) (Pl - filga ) (7 )]
Bu iki ifadeyi birlestirerek,
do .
10
IIn fr () fi (Do) — In f1(Br )i (Fa ) L F1 (B ) f (D) — fr (5 ") fild )] < 0.

i |
%(HH +H )= /ﬂzgffzpl.ﬂpqm|rl |20
at

Her bir katki ayri ayri negatif oldugundan,
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A Ay gy <0
dt — dt dr g TR =

(d) Carpismalarda korunumlu niceliklerin, her konumda, dogrusal bir kombinasyonu
olan herhangi bir Inf i¢in, dH/dt = 0 oldugunu gosteriniz.

o dH/dt = 0 olmasi icin, dnceki turetimdeki U¢ koseli parantezin her birinin sifir
olmasina ihtiyacimiz var. dH;,/dt ve dH, /dt'den gelen ilk iki katki, ders notlarinda
tek parcacik icin tartisilanlara benzer, ve carpismalarda korunumlu niceliklerin bir

dogrusal kombinasyonu olan herhangi bir In f i¢in sifira gider.
q » N vy / —n
M ja= ) a; (@)XilP),

burada a = (T veya l). Agikga, her ¢ konumunda, boéyle bir f, igin,

In fo (1) +In fo(p2) = fo (P ) +1n fo(pa ')
Eder dH/dt = 0'In sadece ilk iki terimini ele alirsak, af(q) katsayllari ¢ ve
a = (T veya l)'nin her ikisiyle de degisebilir. Bu durum, tguncu terim d(Hy, + Hyp)/dt
'yi ele aldigimizda degisir. Momentum ve kinetik enerji korunumlari, ilgili dort
fonksiyonun ayni olmasini zorlar, yani a}(ﬁ) = a}(ﬁ) olmasini gerektirir. Ancak,
benzer bir zorlama, pargacik sayisi korunumundan gelen genel sabit i¢in yoktur,
glinkii spin-yukari ve spin-asagi pargaciklarin sayilari ayri ayri korunur, yani af(g) =
ag(q). Bu, iki sistem ayni hiz ve sicakligi paylassalar da, yukari ve asagi spinlerin
yogunluklarinin, nihai dengede farkli olabilecegi anlamina gelir.
(e) Boltzmann denkleminde akan terimlerin, sadece bir pargacik Hamiltonyenlerince
korunan niceliklere bagli olan, herhangi bir fonksiyon igin sifir oldugunu gosteriniz.

e Boltzmann denklemi soyledir

Ofe - . »
(-..}; = - {ja Hn} + Caa + (—-'0;3-

burada sag taraf, akan terimler {f,, .}, ve ¢arpisma terimleri C’lerden olusur. I; tek
parcacik Hamiltonyenince korunan herhangi bir niceligi gostersin, yani {I;, H,} = 0.

Sadece [;’lerin bir fonksiyonu olan f,’y1 ele alalim,

fcr = fa (I1I2 i )

Sonrasinda,
. Ofa .
{_fﬂ' Hﬂf} = ; ()Ij {I] ' HQ } =0.
Sayfa www.acikders.org.tr
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(f) Acisal momentum Zzﬁxﬁ nin, carpismalar sirasinda ve sonrasinda
korundugunu gosteriniz.

e ¢’daki bir carpigsma igin momentumun korunumu

(PL+m) = "+m:2 7).
sunu gerektirir

§x(Pr+p2) =G x (1 "+p2 ),

veya

E1 +fg :f1 !—“EQ ",
burada L = g X p;'yi kullandik. Bundan dolayi acisal momentum L carpigmalar
sirasinda korunur. Bu problemde cgaligilan elektron gazinda oldugu gibi, 2 boyutta

hareket eden, ¢ = (x4,x,), elektronlar igin, sadece z-bileseni L,’nin bulundugunu

hatirlayiniz. (a) sikkinda tartigilan Hamiltonyeni ele alalim,

2 L 2, N
M=o+ o ix B-q+—— (B~ (B-7)*) £ up| Bl
2m 2m 8m

Her bir terimin L, = G x p|, ile Poisson parantezini hesaplayalim. ilk terim séyledir
7,

——(zjpr) = 2eaxppr = 0,
dxy

{IF12.d % P} = ciji {mpr. zjpr} = ciji2p1

burada &;xpjpx = 0 oldugunu kullandik, ¢inkl p;p, = pyp; simetriktir. ikinci terim L,
ile orantilidir,

{ﬁx Evg?.Lz} — (B.L,,L,} = 0.
Son terimler g2 ile orantihdir ve {p? g xp} =0 olusuyla ayni sebepten dolayi
{q?,d x p} = 0 olur ve su sonuca gotirir

{(H.§x 7} =0.

Bundan dolayi, agisal momentum, ¢arpigsmalardan sonra da korunur.
(g) Dairesel simetrisi olan bir potansiyelle sinirlanmis pargaciklarin denge dagilim
fonksiyonlari icin en genel bigimi yaziniz.
e Denge dagilim fonksiyonlarinin en genel bigimi, hem ¢arpisma terimlerini hem de
akan terimleri sifir yapmalidir. Dolayisiyla, dnceki siklarin sonuglarina dayanarak
sunu elde ederiz

fcr = Aa exXp [*j}_l{a - 'ﬂi'Lz] .
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Carpisma terimleri, bir ortalama hiza karsilik gelen, Ustel fonksiyonda bir —i - p
teriminin olasiligina izin verir. Boyle bir terim, duragan bir kutunun olusturdugu
potansiyelle siradegistirmez, ve dolayisiyla akan terimlerce kabul edilmez. Ancak,
acisal momentum dairesel bir potansiyelle siradegisir, {V(g),L} =0, ve akan
terimlerce kabul edilir. Sifirdan farkl bir y dairesel bir kutuda donen elektron gazini
tanimlar.

(h) Manyetik ve manyetik olmayan safsizliklardan kaynaklanan sacgiimalarin dahil

edilmesiyle (g) sikkindaki sonu¢ nasil degisir?

e Carpismalarda herhangi bir safsizliktan sagilma, p’nin ve dolayisiyla L'nin
korunumunu bozar. y terimine artik ihtiyag duyulmayacaktir. Manyetik safsizliklardan
sacllma, yukari ve asagi spinlerin nufuslarini karigtirarak A, = A, olmasini gerektirir;
manyetik olmayan safsizliklarin bu etkisi yoktur.
(i) Spin ve agisal momentum korunumlari yeni hidrodinamik denklemlerine yol acar
mi?
e Acisal momentumun korunumu, (f) sikkinda gosterildigi gibi p’nin korunumuyla
iligkilidir, ve bundan dolay! yeni bir denkleme yol agmaz. Tersine, spinin korunumu,
(ny — ny) ile orantil miknatislanmayi igeren ek bir hidrodinamik denkleme yol agar.

sk ok 3ok ok
6. Lorentz gazi, sabit bir dizi sagici ile ¢arpisan etkilesmeyen pargaciklari tanimlar.
Bu, elektronlarin verici safsizliklardan sagilmasi igin iyi bir modeldir. a yarigaph sert
daireler olan sabit safsizliklari, iki boyutlu tekdlize bir yogunluk ny’'da ele aliniz.
(a) Sert bir dairenin, bir 6 acisi ile saciimin diferansiyel kesitinin sdyle oldugunu
gOsteriniz:

a . 0
do = 5 51115(1’9.

ve toplam kesiti hesaplayiniz.

e b, p' ve p arasindaki 6 acislyla iligkili olan (bkz. sekil), etki parametresini ifade

etsin.
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T —0

b(#) = asin

—— = acos —.

| S

Diferansiyel kesit simdi su sekilde verilir:

g
do = 2|db| = asin =d#.

2

Dolayisiyla toplam kesit:

T 0 01"
Orot = / dfa sin 5= 2a {— cos 3} = 2a.
D -

(b) Lorentz gazinin bir pargacik yogunlugu f(q,p,t) icin Boltzmann denklemini
yaziniz (sadece sabit safsizliklarla carpismalari dahil ederek). (Elektron spinini
yoksayiniz.)

e llgili Boltzmann denklemi sdyledir:

. — ) . Of

b m  Oq ap
B do |p| o g no|-ﬁ|/ do ., e
= ]df%@;no =f@))+ 1)) = —— [do—z [f(77) = FP)| = CLf(P)]-

(c) F= —aU /a4 tanimini, ve asagidakileri kullanarak,
1
n(q,t)

n(q.t) = /dz'ﬁ (7.7.1). ve (9(q.1)) = /dgﬁf(ff-ﬁ-f)g(@f]-

herhangi bir y(|p]) fonksiyonu igin, elimizde asagidaki baginti oldugunu gosteriniz,

J L d I - Jx
— (n{y) . £ — . A .
ot (7 () + aq (n<m\>) (”<Uﬁ>)

e F =-0U/dj ve asagidaki tanimlari kullanarak,
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1
n(q,t)

wi) = [Ep@rn.  ve (o) === [ EF@ADa),

sOyle yazabiliriz,

d PP 2 . g of = c)f do || . o
2 (n(X(P)) = /d px(|P]) {—m ‘ &)(?—F T + [ db e (f(0) = £(P))

-_') __‘ s /
= —é | n ﬂ\ +F-(n d—\i :
()q m ()j)

Bu son ifadenin yeniden yazilmasi hidrodinamik denklemi verir.

d o d I — X
I vy 4+ — - — = F . L — .
ot (7 (x)) aq (n <m.\>) (n < C)ﬁ>)

(d) Yerel hiz ¥ =(p/m) cinsinden yerel yogunluk p =mn(q, t) igin korunum
denklemini turetiniz.

e Yukaridaki ifadede y = 1 kullanarak

Jd n d e _0
ot oq "\m -

Yerel yogunluk p = mn, ve hiz i = (p/m), cinsinden elimizde,

9,9 =0.
("?ip+ aq pit) =
(e) Parcacik momentumunun buyudkligu safsizlik sagilmasi ile degismediginden,
Lorentz gazinin sonsuz sayida korunumlu niceligi, |p]™, vardir. Bu gercekgi olmayan
Ozellik, parcacik-pargacik carpismalarinin dahil edilmesiyle ortadan kalkar. Bu
sorunun geri kalani igin korunumlu bir nicelik olarak sadece p?/2m’e odaklaniniz.

Asagidaki enerji yogunlugu igin korunum denklemini,
‘ ) 7l
€(q,1) = %<¢2> . burada =1 -1

enerji akisi h= p{cc®}/2 ve basing tensorli P,z = p(c,cg) cinsinden tiretiniz.

e Bir korunumlu nicelik olarak kinetik enerji y = p%/2m ile, (c) sikkinda bulunan

P\ _ gz ( (P)
('7m<| | >) '(2<m m>)_F (” m)'

-

(¢) = 0 olmak lizere, p/m = u + C'yi yerine koyarak, ve p = nm'yi kullanarak,

denklem sunu verir

o

g {p 2+) 2)}+_i‘[f((a+ )(u? + 2 + 2 - ())}:ﬁplﬁ»_

dg L2

e = p(c?)/2 tanimindan, elimizde
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A VTN B (@u? + @ () + (a2) + 2. (@@) | = LF . @
- | = & - | = N = CC u - cc) = — <.
ot [2 J Aq [2 b J m

Son olarak, h = p{cc?)/2 ve Pop = p{cqCp)’yi yerine koyarak, sunu buluruz

9 {Buz +€] + 2. [ﬁ (Bug + ) +E} + -2 (ugbus) = LF

ot L2 oq 2 Igo 7 m
(f) Asagidaki yerel denge kosullarini yansitan bir tek pargacik yogunlugu ile
baslayarak

r? } 1

0/ = — 4 - )
L, L) =n(g,t)exp | — — .
JP.q.0) (@,1) exy { 2mkpT (g, t) | 2mrmkpT(q,t)

u, ﬁ, ve P,z'yi hesaplayiniz. Boylece, sifirinci derece hidrodinamik denklemlerini elde
ediniz.
e Carpismalarda korunumlu yalnizca iki nicelik, 1 ve p?/2m vardir. Su tek pargacik

yogunlugu ile baslayalim

P 1
2mkgT(q,t) | 2rmkgT (. 1)

— = 2
0 ) - D

T:<3> =0, ve h:<}p> .E:D.
m/, mm/ 2

¢lnkl her ikisi de p’nin tek fonksiyonlari, f° ise p’nin bir gift fonksiyondur, ayrica

P, q.t) =n(qt)exp {—

Bu durumda,

n n o )
Puog = plcacg) = — (papp) = —0af - mkpl = nkp1i,s.
m m '

Bu ifadeleri (c) ve (d)'nin sonuglarinda yerine koyarak, sifirinci derece hidrodinamik

denklemlerini elde ederiz,

dp
a—o
O O p, o
o= o2 =

Yukaridaki denklemler p ve £’'un zamandan bagimsiz olmasini gerektirir, yani

p=n(q), ve e=kpT(q),
veya
n(q) p?
0o _ e S
= semkpt@) P [ kaBT(sz :
Sayfa :
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(g) Boltzmann denklemindeki ¢carpisma terimine tek ¢arpisma zamani yaklasimiyla,
birinci derece ¢ozUmun asagidaki oldugunu gosteriniz

o Lo ] dln dlnT n? aT I3
gt =r'p.a.t) ll—rﬁ'( P 4! ——)

m oG o7 | 2mkpl? 07 kT

e Tek carpisma zamani yaklasimi:

Boltzmann denkleminin birinci derece ¢dézumu,

F=r"0+g),
suradan
0
ey - -1
soyle elde edilir:
1 ) 7o L0
j=—1—L[f)=—7 |+ —InfO+F —Inf°|.
4 1o [77] ot nf +m aq o+ op nf

Asagidaki esitlik hatirlanirsa
»?

0 —_ —
Inf"= 2mkpgT

+Inn—InT — In(2rmkp).

~ —p P
g { \?m'.’.B'T) - m |ndq T dq - 2mkpT? 0q

|7 (1op 1(‘9‘T+ 2 9T F
O Ym \pog T o7 ' 2mkgT? 07 kT | ([’

(h) Show that using the first order expression for f, we obtain (f igin birinci derece

burada n ve T t'den bagimsizdir, elimizde 0 In f°/dt = 0, ve
1 @ 10T P2 ()T} }

ifadeyi kullanarak sunu elde ettigimizi gésteriniz:
pi = nt [ﬁ — kpTV ln(pT)} :

o Acikea [d*qf°(1+g)=[d’qf°=n,ve

: 1
Ue = <p_a> = — fd.zpp—afﬂ(l +9)
m

m n

1 e Pa | _ps dlnp 9dInT F3 N p? aT 0
T n pm " m dqp dqp kT 2mkpT? dqg '

Wick teoremi agagidakini kontrol etmek icgin kullanilabilir:

(G2 & v-ric-sa | g; yfa www.acikders.org.tr
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(Paps)y = 0apmkpT,
<p2pap_;3>0 = (m.kBT)z 2008 + 20a8] = 46a_,r3(?11.}'l13T)2.

sonug olarak,

nr d P 1 arT
Ug = ) [ VagkBT (@lu (T) ABTFj) 2kp E)Q3 a@} :

Bu terimlerin yeniden dizenlenmesiyle asagidaki elde edilir:

Ply = NT

8
F,— I;.B‘T(,_)— In (pT)] .

o

(i) Yukaridaki denklemden, hiz tepki fonksiyonu y,z = du,/dFp’yi hesaplayiniz.

e Hiz tepki fonksiyonunu su sekilde kolayca hesaplanir:

dug, nT .

= —0a3-

Xap =

() Pop, Ve ﬁ’yi hesaplayiniz ve bdylece birinci derece hidrodinamik denklemleri
yaziniz.

e Basing tensoru ve is1 akisi igin birinci derece ifadeler sunlardir:

FPng = % (Papp) = dapnkpl. and JIPQB =0,
: m - !

P oy P
o = g o) = g5 (per’ (e b))
ikincisi Wick teoremi sonugclarindan,
2 N 2
<pi--pa.p > =405 (k)" , ve
<pipap2p2> = (mﬁcBT]S [00i(4+2)+ 4 x 20cvi + 4 X 20q:] = 2204;,

soyle hesaplanir,

T - d P = 22(mkpT)® O
he = kpT)* (—InL — F ~ InT
! 2m3 (mkgT) (dqa H T )+ 2mkyT  0qq .
. JT
- 2
- J_].?IIII-B ff-)ga.l

(e) sikkinda elde edilen denklemde P,z ve h,’'nin ifadelerini yerine koyunuz
drp a |_/p 2, oT J =
1 [j + E] + c)_q . {u (iu ) — 11nLBT, E + (Tq (unkpgl) = m.F T

3k >k %k %k %k %k % k

(@) ev-rio-3n | Sayfa
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7. Termal iletkenlik: Bir w mesafesi ile ayrilmis iki tabaka arasinda bir klasik gaz
disundn. Bir tabaka y = 0’da T; sicakliginda tutulurken, diger tabaka y = w’da farkl
bir T, sicakliktadir. Gaz hizi sifirdir, bdylece bir pargacik yogunluguna ilk sifirinci

yaklasim soyledir,

TN r
RF.x,y,2) = g e {_
[2rmkpT (y)]

p-p
2mkpT(y) J

(a) Gaz hizi ¥’nun sifir kalmasini saglamak igin n(y) ve T(y) arasindaki gerekli iligki
nedir? (Bu sorunun kalaninda n(y) ve T(y) arasindaki bu iligkiyi kullaniniz.)

e Tabakalar arasindaki gaz Uzerinde etkili bir dis kuvvet olmadigi igin, basing
degisimleri oldugunda, gaz yalnizca yerel akabilir. Yerel basin¢g P(y) = n(y)kgT(y)

oldugundan, sabit olacak sivi igin durum;

n(y)T(y) = sabit.
(b) Wick teoremini kullanarak veya kulanmadan gosteriniz ki;

<p > = (p ﬂpQ: =3 (mkgT). ve <p4>0 = (;)D,;)ﬂj)gg)g}o = 15('!11?.'BT)2.
burada (0)°, Gaussiyen agirhg £ ile alinmis yerel ortalamalari belirtir. Simetri
argiimanlari ile birlikte (p®)° = 105(mkgzT)3 sonucunu kullanarak su sonuca variniz,
(p;p‘l\) = 5)(311!3]“)
e Gaussiyan agirhgi (pap[;)o = 84,3(mkgT) kovaryansina sahiptir. Wick teoremi
kullanildiginda sunu elde ederiz:
<-p2>0 = {-pa.pa}o = (mkpT) doa = 3 (mkpT).
Benzer sekilde,
\?)4> = ‘Pﬂpap 'TPS? = [n?'fr“BT\}z (511{([ + 20[130613) =15 (_?n*f“BT_)z -

Ug yodn boyunca simetri sunu gerektirir:
. . 1, . 1 )
<pr >O = <p§p4>o = (-pﬁpﬂ‘}[) =3 <]J2p4>0 =3 x 105 (kaT)g =35 (mr’cBT)g .

(c) Sifirnci derece yaklasim, (a) sikkindaki gibi iligkili olan sicakhk/yogunluk
degisimlerinin gevsemesine yol agcmaz. Tek bir carpisma zamani yaklagimi iginde,
Boltzmann denklemini dogrusallastirarak, f! (5, y)’e daha iyi bir (zamandan bagimsiz)

yaklasim bulunuz,
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Lfl] =~ {d JHD_yiJ =~ - f-

at  m dy TK

burada ty carpismalar arasindaki ortalama zaman mertebesindedir.

e Sadece y’ye gore degisimler oldugundan, sunu elde ederiz:

py o DHJ 0Py o4 |4, 3. P’ 3. R

L)f . ()IJ fl = fi () In fl = fi E()y [hl n— 3 InT — SipT ~ 5 In (2rmkp)
_'3& dyn 30,1 n P’ g _ 0Py 5 N P° i")yT.

Smepn 2T 2mkpT T Ym | 2 2mkpT| T

burada, son esitlikte d,n/n = —0d,T/T'i elde etmek icin nT = sabit olarak kullandik.

Dolayisiyla birinci derece sonug¢ sudur:

2 =4 -
Py P 5Y 9yl
1—7 _2) L
iF.y) = F(P.) { TR (Emf’.‘BT 2) T }

(d) (b) sikkinda elde edilen ortalamalar ile birlikte, 1sI transferi vektorunun y bilegeni

h,’yi hesaplamak igin fi"i kullaniniz, ve dolayisiyla termal iletkenlik katsayisi K'yi
bulunuz.

e 1 hizi sifir oldugundan, 1sI transfer vektori sudur:

me? ! n 1
_ . _ ' o 2
hy =n <¢y 5 > = 5,2 <pyp > )

Sifirinci derece Gaussiyen agirliklarinda p’nin tum tek momentleri sifir ortalamaya

sahiptir. Ancak f!’deki diizeltmeler, sifir olmayan bir 1si transferi saglar,

2 = 0
hy = =Tk —5 n_0yT Py b 2 Py Pty .
om2 T \m \2mkgT 2

(psp™*)° ve (p;p*)° Gaussiyen ortalamalarina ihtiyacimiz oldugunu unutmayiniz. (b)

sikkindaki sonuglardan, bu ortalamalar 35(mkzT)3 ve 5(mkyzT)? e esittir. Dolayisiyla,

n
2m3

hy = —TK i‘)yT‘

2 2

35 bhx5h 5 JITK#'JQBT
2 m

0y T
T (mkpT)? (— —
Termal iletkenlik katsayisi, aktarilan isiy1, sicaklik degisimi h = —KVT ile iligkilendirir,
ve dolayisiyla sunu belirleyebiliriz:

;\IzT
m

K==

[\Dl;t

(e) Gazin kararli durumdaki sicaklik profili, T (y) nedir?

(@) oo | Sayfa
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e 0,T, —0,h, ile orantih oldugundan, h, bir sabitken, zamana gore degisim hig

olmayacaktir. Ama, K nT c¢arpimiyla orantili olmak Uzere, inceledigimiz durumda,

h, = —Kd,T sabittir. Bundan dolayi d,,T sabit olmalidir, ve T(y) iki tabaka arasinda
dogrusal olarak degisir. T(0) =T, ve T(w) = T, sinir kogullari ile sonu¢ goyledir,
s — T
T(y)=T + =2 l “y.
v
Sk sk %k ok ook sk ko
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