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Degerlendirme Problemleri

ikinci sinif ici sinav 24/10/07 Carsamba giini, 14:30 — 16:00 aras! yapilacaktir.

22/10/07 Pazartesi glinu sinav degerlendirmesiyle uygulama saati olacaktir.

Sinav kapali kitaptir, ama isterseniz tek sayfa formul kagidi getirebilirsiniz.

Sinav tamamen agagidaki problemlerin bir altkimesinden olusacaktir. Dolayisiyla,

bu problemlerle tanisik ve rahatsaniz, surprizlere yer olmayacaktir!

kkkkkkkk

Asagidaki bilgileri yararl bulabilirsiniz:

Fiziksel Sabitler

Proton kutlesi
Planck sab./2n
Stefan sabiti

kp ~ 1.4 x 1072 JK~! Avogadro sayisi

Elektron kiitlesi e ~= 9.1 x 1073 kg
Elektron Yk e 1.6 x10719¢C
Isik Hizi
Boltzmann sabiti

c==3.0x 108ms™?!

Cevrim Garpanlari

latm = 1.0 x 10°Nm—2 1A =10"1%n

Termodinamik

dE =TdS+dW Gazigin: dW = —PdV

Matematiksel Formiiller

fo% de o em0% = L (= .

antl a/l

I N N T i Py S o2kt
- da f_.xp[ ik —202} = VimoZexp |—T5—

/o—tkry oo (—ik)" o ny
A6 > - Zn:-) ! L)

my &= 1.7 x 10727kg
h~1.1x1073*Js!
o570 x 073 Wm2K~
Ny = 6.0 x 10%%mal—1

leV = 1.1 x 10*K

Teligin: dW = Jdx

limy_oonN!=NInN - N

—ikx\ oo (—ik)" 4y
In <'r > _Zﬂ-zl n! (& /e

cosh(r) =1+ f—? + i—? + - sinh(x) = = + 5;-? + % 4o
- . . .. D7 djz
d boyutta birim kiirenin ylizey alani Sy = m
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1. Bir boyutlu gaz:lsil dengede bir gaz pargacigli aniden tek boyutlu bir tuzak ile

sinirlandiniimistir. llgili kanigik durum, f(p) = exp (—p?/2mkgT)//2rmksT olmak
Uzere, ilk yogunluk fonksiyonu p(q,p,t = 0) = §(q)f (p) ile tanimlanir.
(a) Liouville denkleminden baslayarak, p(q,p,t)’yu turetiniz ve (q,p) duzleminde
ciziniz.
(b) t > 0’da (g?) ve (p?) ortalamalari igin ifadeleri tiretiniz.
(c) g = xQ’ya sert duvarlarin yerlestirildigini varsayalim. t uygun buyuklikte bir
gevseme zamani olmak Uzere, p(q,p,t > 7)’yu tanimlayiniz.
(d) Bir “kabalastinimis” yogunluk olan p, (q,p) duzleminde p’nun bir kiguk
¢ozunurligun altindaki degisimleri ihmal edilerek, yani ¢ozunurlik alani hucreleri
Uzerinde p’nun ortalamasi alinarak, elde edilir. (c) sikkindaki durum i¢in p(q,p)’yu
bulunuz, ve duragan oldugunu gosteriniz.

s s sk ke ke ok ok o
2. Entropinin evrimi: Normallestiriimis topluluk yogunlugu, I' faz uzayinda bir
olasiliktir. Bu olasilik, iligkili bir entropiye, S(t) = — [ dTp(T,t) In p(T,t)’e sahiptir.
(a) Eger p(T,t) bir H Hamiltonyeni icin Liouville denklemini sagliyorsa, dS/dt =0
oldugunu gosteriniz.
(b) Lagrange carpanlari yontemini kullanarak, S[p] fonksiyonelini, sabit ortalama
enerji, (H) = [dIrpH =E, kisiti altinda maksimum yapan p ., (I') fonksiyonunu
bulunuz.
(c) (b) sikkindaki ¢6zUmun duragan, yani dp .« /0t = 0 oldugunu gdsteriniz.
(d) Sistem, (b)deki denge yogunluguna yaklagirken, entropide goézlenen artis,
(a)’daki sonugla nasil bagdastirilabilir? (ipucu: Onceki problemde karsilasilan durumu
disundn.)

s s ek ok ok ok
3. Vlasov denklemi, yuksek pargacik yogunlugu n = N/V veya pargaciklar arasi
blylk etkilesme menzili A limitinde, Oyle ki nA3 > 1, elde edilir. Bu limitte, BBGKY
hiyerarsisindeki denklemlerin sol tarafinda bulunan ¢arpigsma terimleri ¢ikarilir.

BBGKY hiyerarsisi,

D S L 12
n=1 1

ol o O adq,
—1 ‘in (In
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su karakteristik zaman o6lgeklerine sahiptir,

(1 ot o v
w 07 9p L’
< il _OV ) v

. 0 O0p X\
1 FE @5 1

dr— - =—=—
\ TX dqg Ip fs T

burada nA3, etkilesim menzili A igindeki pargaciklarin sayisi, ve v tipik bir hizdr.
Boltzmann denklemi, seyreltik limitte, nA3 « 1, 1/1y « 1/7. mertebesindeki terimleri
g6z ardi ederek elde edilir. Vlasov denklemi, yogun limit nA3 >» 1'de, 1/7, K 1/1y
mertebesindeki terimleri yoksayarak elde edilir.
(@) N pargcacik yogunlugunun, tek pargacik yogunluklarinin c¢arpimi oldugunu
varsayalim, yani, x; = (p;,4;) olmak Uzere, p = [V, p1(X;,t). f; yogunluklarini ve
normallestiriimelerini hesaplayiniz.
(b) Carpigma terimleri yok edildiginde, BBGKY hiyerargisindeki tum denklemlerin su
tek denkleme esdeger oldugunu gosteriniz
7, P e O
ot w85 o7 O

} L(7.3.0) = 0,

burada

Ut (3.1) = U(3) + / X V(7 — ') f1(x 1),

(c) Simdi de N tane parcacigi V hacimli bir kutuya konmus halde, ve baska bir
potansiyel yokken duisinln. f,(q,p) = g(®)/V’nin, herhangi bir g(p) igin Vlasov
denkleminin duragan bir ¢6zimi oldugunu gosteriniz. g(p) icin dengeye dogru
gevseme neden yoktur?

S—
4. jki bilesenli plazma: +e yikli ve m, kitleli N tane iyon ile - e yUkli ve m_ kiitleli N
tane elektronun, V = N /n, hacmi iginde nétr bir karigimini dagunan.

(@) Bu iki bilesenli sistem icin Vlasov denklemlerinin agagidaki gibi oldugunu

gOsteriniz
| 0 I d D5 O] ~
. + - . — - L ) -!(- _
L’f my 07 07 c)ﬁJ I+0.2.%)
o }3 d U{Dvﬁ‘ d
o or  ° — | fo(p.gq.t) =0
L)f + m_  Af ‘ oq C)ﬁ} f-(p.q.t)
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burada etkin Coulomb potansiyeli sdyle verilir,

Perr(q.1) = Pext(7) + Pfdxf(f-*((f— fff) [er(XJ- t)— f-(x, t)].

Yukarida, @, dis yiklerce olusturulan potansiyeldir, ve Coulomb potansiyeli C(q)
V2C = 4163 (q) diferansiyel denklemini saglar.
(b) Tek parcacik yodunluklarinin f; = g+(P)n+(q) duragan bigimleri oldugunu

varsayalim. Etkin potansiyelin su denklemi sagladigini gosteriniz,
V2.5 = 4 pext + Ame (n4(7) — n_(7)),

burada p.y: dis yuk yogunlugudur.
(c) Yogdunluklarin, denge Boltzmann agirliklar n.(q) = ngexp [£Be®.sr(§)]'ye

gevsediklerini de varsaymak, su oztutarlilik kosuluna yol agar,
V2Peg = A7 [pext + noe (77t — e PePerr)] |

ki bu, Poisson-Boltzmann denklemi olarak bilinir. Dogrusal olmayan bi¢imi yuzinden,
genellikle Poisson-Boltzmann denklemini ¢ozmek mimkin degildir. Ustel

fonksiyonlar dogrusallastirilarak, daha basit olan Debye denklemi elde edilir,

2

=]

T LB /N2

)y T s Fa
AFext v o Terry ot

.y

ol
err

Debye perdeleme uzunlugu X’'nin ifadesini veriniz.

(d) Debye denkleminin su genel ¢6zumu oldugunu gosteriniz
bar() = [ ETCT = T )pss(7)

burada G(q) = exp (—|g|/A)/|G| perdelenmis Coulomb potansiyelidir.
(e) Vlasov yaklasiminin 6ztutarhligi icin kosulu veriniz ve parcaciklar arasi mesafe
cinsinden yorumlayiniz.
(f) Show that the characteristic relaxation time (z = A/c) is temperature independent.
What property of the plasma is it related to?

S
5. Manyetik alanda iki boyutlu elektron gazi: Verici atomlar (P veya As gibi) bir
yariiletkene (Si veya Ge gibi) eklendiginde, bunlarin iletkenlik elektronlari ana érgtde
serbestce hareket etmek Uzere termal olarak uyarilabilirler. Farkl malzemelerin

tabakalarini buyuterek, elektronlar tabakalar arasi sinirlara hapseden, konuma goére
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degisen bir potansiyel (is fonksiyonu) olusturmak mumkindir. Asagida, hapsedilmis
elektronlari, iki boyutta klasik pargaciklarin bir gazi olarak ele alacagiz.

Eger elektron tabakalar vericilerden yeterince ayrilmis iseler, sagilmanin ana
kaynagi elektron-elektron ¢arpismalaridir.
(a) Bir manyetik alan altinda, etkilesmeyen serbest elektronlarin Hamiltonyeni su

bicimdedir

N2
(ﬁ}_ = r,’A) _

H = . W—— B
2 o nB|B|

(Buradaki iki isaret lektron spinlerinin alana paralel veya antiparalel olmasina karsilik
gelir.) Vektor potansiyel 4 = B x /2 tekdiize bir manyetik alan B'yi tanimlar. Klasik

hareket denklemlerini elde ediniz, ve bunlarin elektronlarin, E’ye dik bir duzlemde
siklotron yoriungelerindeki dénustnu tanimladiklarini gosteriniz.

(b) Yukari ve asa@i spinli elektronlarin yogunluklari f;(p,q,t) ve fi(p,q,t) igin
Boltzmann denklemlerini, spin korunumlu c¢arpismalarin iki kesiti o = oy = 0y, ve
oy = oy, cinsinden, sezgisel olarak (yani, adim adim bir turetimle degil) yaziniz.

(c) H=H; + Hy ilgili H fonksiyonlarinin toplami olmak utzere, dH/dt < 0 oldugunu
gOsteriniz.

(d) Carpismalarda korunumlu niceliklerin, her konumda, dogrusal bir kombinasyonu
olan herhangi bir Inf i¢in, dH/dt = 0 oldugunu gosteriniz.

(e) Boltzmann denkleminde akan terimlerin, sadece bir pargcacik Hamiltonyenlerince

korunan niceliklere bagli olan, herhangi bir fonksiyon igin sifir oldugunu gdsteriniz.

(f) Acisal momentum L= g Xp ’nin, carpismalar sirasinda ve sonrasinda
korundugunu gosteriniz.

(g) Dairesel simetrisi olan bir potansiyelle sinirlanmis pargaciklarin denge dagilim
fonksiyonlari igin en genel bigimi yaziniz.

(h) Manyetik ve manyetik olmayan safsizliklardan kaynaklanan sacilmalarin dahil
edilmesiyle (g) sikkindaki sonug nasil degisir?

(i) Spin ve agisal momentum korunumlari yeni hidrodinamik denklemlerine yol acar
mi?

k3K koK ko kok
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6. Lorentz gazi, sabit bir dizi sagici ile ¢carpisan etkilesmeyen pargaciklari tanimlar.
Bu, elektronlarin verici safsizliklardan sagilmasi igin iyi bir modeldir. a yarigaph sert
daireler olan sabit safsizliklari, iki boyutlu tekdlize bir yogunluk ny’'da ele aliniz.

(a) Sert bir dairenin, bir 6 acisi ile saciimin diferansiyel kesitinin sdyle oldugunu
gOsteriniz:

a . 6
do = — sin— db,
2 2

ve toplam kesiti hesaplayiniz.
(b) Lorentz gazinin bir pargacik yogunlugu f(q,p,t) icin Boltzmann denklemini
yaziniz (sadece sabit safsizliklarla carpismalari dahil ederek). (Elektron spinini
yoksayiniz.)
(c) F= —aU/dq tanimini, ve asagidakileri kullanarak,

1
n(q.t)

n(q.t) = f IPpr(d.pt),  ve (g(q.1)) = f d*pf(q.p.1)a(d. 1),

herhangi bir y(|p]) fonksiyonu igin, elimizde asagidaki bagdinti oldugunu gosteriniz,

d L J I - Jx
— (n {v) — . -y =F. — .
g )+ 55 (” <m \>) (” < z)ﬁ>)

(d) Yerel hiz u=(p/m) cinsinden yerel yogunluk p =mn(q, t) igin korunum
denklemini tlretiniz.

(e) Parcacik momentumunun buyudkligu safsizlik sagilmasi ile degismediginden,
Lorentz gazinin sonsuz sayida korunumlu nicelidi, |p]™, vardir. Bu gergekgi olmayan
Ozellik, parcacik-pargacik carpismalarinin dahil edilmesiyle ortadan kalkar. Bu
sorunun geri kalani igin korunumlu bir nicelik olarak sadece p?/2m’e odaklaniniz.

Asagidaki enerji yogunlugu igin korunum denklemini,
e(q.t)=5(). burada ¢=— —1,

enerji akisi h= p{cc®}/2 ve basing tensorii P,z = p(c,cg) cinsinden tiretiniz.
(f) Asagidaki yerel denge kosullarini yansitan bir tek pargacik yogunlugu ile
baglayarak

p? } 1

0f= = 41 —
0, q,t) =n(g,t)exp | — : ,
Jp g t) (¢, 1) exy { 2mkpT' (g, t) | 2rmkpT (g, t)

i h, ve Pqp'yi hesaplayiniz. Boylece, sifirinci derece hidrodinamik denklemlerini elde

ediniz.
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(g) Boltzmann denklemindeki ¢carpisma terimine tek ¢arpisma zamani yaklasimiyla,

birinci derece ¢ozUmun asagidaki oldugunu gosteriniz

SHp.a.t) = rop.q.t) [ _.P (

m

Jdlnp  dInT p?  OT F
oq oq 2mkpT? 07  kpT

(h) Show that using the first order expression for f, we obtain (f igin birinci derece

ifadeyi kullanarak sunu elde ettigimizi gdsteriniz:
it = nT [F‘ — kpTVIn(pT)].

(i) Yukaridaki denklemden, hiz tepki fonksiyonu .z = du,/0F;’yi hesaplayiniz.

() Pap, Ve ﬁ’yi hesaplayiniz ve boylece birinci derece hidrodinamik denklemleri
yaziniz.

sk ok ok
7. Termal iletkenlik: Bir w mesafesi ile ayrilmis iki tabaka arasinda bir klasik gaz
disundn. Bir tabaka y = 0’da T; sicakliginda tutulurken, diger tabaka y = w’da farkl
bir T, sicakliktadir. Gaz hizi sifirdir, bdylece bir pargacik yogunluguna ilk sifirinci

yaklagim soyledir,

- — n ,U Jﬁ‘ ﬁ,
RG.ay.z) = (v) } |

[Q?T-?HF.‘BT(;U)]S/Q o {2”?-"‘1’-}3']1{_.11)

(a) Gaz hizi ¥’nun sifir kalmasini saglamak igin n(y) ve T(y) arasindaki gerekli iligki
nedir? (Bu sorunun kalaninda n(y) ve T(y) arasindaki bu iligkiyi kullaniniz.)

(b) Wick teoremini kullanarak veya kulanmadan gdsteriniz ki;

9y 0 . \ 4, 0 \ )
<p2> = {pﬂpﬂ.}o =3 (mkpgT), ve <p4> = (papﬂplgpgf‘fo = lB('f??F.‘BT)Q ,

burada (0)°, Gaussiyen agirigi f° ile alinmis yerel ortalamalari belirtir. Simetri

argimanlari ile birlikte (p®)° = 105(mkgzT)3 sonucunu kullanarak su sonuca variniz,
(pgg)“i}o =35 (m.f.‘BT)B .

(c) Sifirnci derece yaklasim, (a) sikkindaki gibi iligkili olan sicaklik/yogunluk

degisimlerinin gevsemesine yol agcmaz. Tek bir garpisma zamani yaklagimi iginde,

Boltzmann denklemini dogrusallastirarak, f! (3, y)’e daha iyi bir (zamandan bagimsiz)

yaklasim bulunuz,
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burada tx ¢carpigsmalar arasindaki ortalama zaman mertebesindedir.

(d) (b) sikkinda elde edilen ortalamalar ile birlikte, 1sI transferi vektérinin y bileseni
h,’yi hesaplamak igin fi"i kullaniniz, ve dolayisiyla termal iletkenlik katsayisi K'yi
bulunuz.

(e) Gazin kararli durumdaki sicaklik profili, T (y) nedir?

3k >k %k %k %k %k k %
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