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Degerlendirme Problemleri

Birinci sinif i¢i sinav 26/09/07 Carsamba gunu, 14:30 — 16:00 arasi yapilacaktir.

21/09/07 Cuma gunu sinav degerlendirmesiyle uygulama saati olacaktir.

Sinav kapali kitaptir, ama isterseniz tek sayfa formul kagidi getirebilirsiniz.

Sinav tamamen agagidaki problemlerin bir altkimesinden olusacaktir. Dolayisiyla,

bu problemlerle tanisik ve rahatsaniz, surprizlere yer olmayacaktir!

kkkkkkkk

Asagidaki bilgileri yararl bulabilirsiniz:

Fiziksel Sabitler

Proton kutlesi
Planck sab./2n
Stefan sabiti

kp ~ 1.4 x 1072 JK~! Avogadro sayisi

Elektron kiitlesi e ~= 9.1 x 1073 kg
Elektron Yk e 1.6 x10719¢C
Isik Hizi
Boltzmann sabiti

c==3.0x 108ms™?!

Cevrim Garpanlari

latm = 1.0 x 10°Nm—2 1A =10"1%n

Termodinamik

dE =TdS+dW Gazigin: dW = —PdV

Matematiksel Formiiller

fo% de o em0% = L (= .

antl a/l

I N N T i Py S o2kt
- da f_.xp[ ik —202} = VimoZexp |—T5—

/o—tkry oo (—ik)" o ny
A6 > - Zn:-) ! L)

my &= 1.7 x 10727kg
h~1.1x1073*Js!
o570 x 073 Wm2K~
Ny = 6.0 x 10%%mal—1

leV = 1.1 x 10*K

Teligin: dW = Jdx

2

limy_oonN!=NInN - N

—ikx\ oo (—ik)" 4y
In <'r > _Zﬂ-zl n! (& /e

cosh(r) =1+ f—? + i—? + - sinh(x) = = + 3;-? + % + ..
d boyutta birim kirenin yiizey alani Sy = %
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1. Yiizey gerilimi: iki faz arasindaki arayiizlerin termodinamik &zellikleri, yiizey
gerilimi S olarak adlandirilan durum fonksiyonu tarafindan belirtilir. YUzey gerilimi,
yuzey alanini dW = SdA formulinde dA kadar arttirmak igin gerekli olan is cinsinden
tanimlanir.
(a) Yarigapin sonsuzklguk degisimiyle yluzey gerilimine kargi yapilan isi disunerek,
R yarigaph kire seklindeki bir su damlasinin igindeki basincin, dis basingtan 2S/R
kadar buyuk oldugunu gosteriniz. R yarigaph sabun képugunun igindeki hava basinci
nedir ?
e Su damlasi tarafindan, yarigap! R’den R +A R’ye artirmak i¢in dis dinya Uzerinde
yapilan ig sudur,

AW = (P — P,)-47R? . AR,

burada P damlanin igindeki basin¢g ve P, atmosfer basincidir. Dengede, bu ylzey
enerjisindeki artis A A = S - 8nR A R’ya egit olmalidir, burada S yuzey gerilimidir, ve

AWipam= 0, = AWhasng = —AW,iz0,

sonucunda,
5 28
(P—P,) - 47rR* AR=8 -87R-AR, = (P-P,) = -
1

Bir sabun képugunde, egrilik yaricaplari neredeyse esit olan iki hava-sabun yuzeyi

vardir, ve
28
Pﬁlm_Po:JPig —Pﬁhn:?-
oldugundan,
- 48
j_’lg — PLj = W

Boylece, kopugun igindeki hava basinci atmosfer basincindan 4S/R kadar daha
blayuktar.

(b) Bir su damlasi, bir kati yuzeyde yogusur. S6z konusu u¢ yuzey gerilimi vardir,
Saws Ssw, V€ Sg,, burada a, s, ve w, sirasiyla hava, kati ve suyu temsil eder. Temas
acisini hesaplayiniz ve bir su filmi olusumu (tam islatma) i¢in kosulu bulunuz.

e Buhar bir kati ylzeyinde yogustugunda, su ya bir damla olusturur veya yuzeyde
yayilir. Bu problemi ele almanin iki yolu vardir:

Yéntem 1: AraylUzeylerle ilgili eneriji

Dengede, U¢ arayuzeyle iliskili toplam enerji minimum olmalidir, ve dolayisiyla,

Sayfa 3 www.acikders.org.tr



; ‘&%
Istatistiksel Mekanik | udbMk Sinav

dE = S,pdAgw + SasdAys + SypsdAys = 0.
Katinin toplam yluzey alani sabit oldugundan,
dA,s +dA,,, = 0.

Geometrik yollarla (bkz. kanit asagida), sunu elde ederiz,

(3-44.11_!3 COs H — (1;-44.&11_!-

Bu denklemlerden, su sonug bulunur,

- AS‘ g — JSr ’
dE = (Squp 080 — Spe + Sps)dAy,e =0, —  cosfl = %
Daw

ispat: dA,,s cos 8 = dA,,, icin: R yaricapli bir kiirenin pargasi olan bir damla diisiiniin,
dyle ki kiire alttas tarafindan bir 8 acisiyla kesilmis olsun. ilgili yiizeylerin alani

soyledir,

Aps = m(Rsinf)?, ve Agw = 27R%(1 — cos 8).

R ve 6’daki degisimlerden kaynaklanan, kuguk bir gekil degisimi ele alalim. Bu

degisimler suyun hacmini korumalidir, yani su hacim kisiti gecerlidir:

D3
AL

V= . (cos® @ — 3cosd +2).

x = cos 0 degiskeniyle, yukaridaki sonugclari yeniden yazabiliriz:

Aps = TR? (1 — 12)
A = 27R% (1 — 2)
— 3
I.-"’ = % (,'I'S — 3 + 2) .

Bu niceliklerin degisimleri, buradan sdyle elde edilir,

) _
dA,,s = 27R ﬁ(l —a?) — R.‘I‘:| dx,
| dx
[ dR
§ dAgy =27R 2(;—:(1 —x) — R} dux,
i a.r
5 [dR . .
dV = nR* (E—l[:r3 —3r42)+ R(2* - :1:)} dr = 0.
\ | ax

Son denklemden su sonuca variriz:

1dR _ a2 —x r+1

Rdr 23 —3x+2  (r—1)(r+2)

dR/dx’i yerine koymak sunu verir,
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, dx L - dr
(JF_-il-ws- = Zﬁﬁzm ve f"?-ila-tt-' - 2?‘_1!?2 T4 27

bdylece istenen sonug bulunur:
dAgw =1 - dAye = dAye cosb,

Ybéntem 2: Temas hattinda kuvvetleri dengelemek

Sonucu yorumlamanin bir baska yolu, temas hatti Uzerindeki denge ylzey
geriliminin  kuvvet dengesini dusunmektir. Hat Uzerine etkiyen dort kuvvet
bulunmaktadir: (1) su-gaz arayuzeyindeki yuzey gerilimi, (2) kati-su arayuzeyindeki
yuzey gerilimi, (3) gaz-kati araylzeyindeki yluzey gerilimi, ve (4) kati-temas hatti
etkilesmesinin asagiya dogru kuvveti. Son kuvvet, temas cizgisinin kati yulzey
Uzerinde kalmasini saglar ve asagi dogrudur, ¢unkd, temas cizgisi sadece yatay
yonde surtunmesiz olarak hareket edebilir. Bu kuvvetler, y ve x yonlerinin her ikisi
dogrultusunda da sifilanmalidir. Bunlardan ikincisi, Young denklemi denilen temas

acisi kosulunu verir,

~ -
Sas — Sws

3

“aw

Sas =Saw - cos0 +Syps. — cosb =

Tam islatma igin kritik kogul 8 = 0 veya cos 8 = 1 igin gergeklesir, yani,
‘Sa.s - ‘S-ws

3

“aw

cosbo = =1.

Dolayisiyla, alttagin tam i1slanmasi, agagidaki baginti saglandiginda gercgeklesir.

S

“aw

<S

“as

N

(c) “Buyuk” cisimler aleminde, kutlegekimi baskin olan kuvvettir, “kliguk”™ mesafelerde
ise, yuzey gerilimi etkileri tumuyle 6nemlidir. Oda sicakliginda suyun yuzey gerilimi
S, = 7 x 1072Nm~Vdir. “Blylk” ve “kiglk” davraniglari ayiran tipik uzunluk olgegini
tahmin ediniz. Bu uzunluk 6l¢eginin 6nemli oldugu birka¢ ornek veriniz.

e Ylzey gerilimi etkilerinin 6nemli hale geldigi tipik uzunluk Olgegi, yluzey gerilimince
uygulanan kuvvetler ve ilgili basinglarin karsilastirilabilir hale gelmesi koguluyla veya
yuzey enerjisinin ilgili diger enerji degisimleriyle karsilastirilabilir hale gelmesi
kosuluyla tanimlanir.

Ornek 1: Bir islanmayan yiizey (stiindeki su damlalarinin boyutunun fazla deforme

olmamasi. Bu, ylzey enerjisi ve kutlegekimsel enerjinin egitienmesiyle belirlenir,

. - . 47
S ArR? ~mgR = pVgR = —R*g,

.
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ve buradan,
R I.".jb 3-7x1072N/m 15 % 10-2 L5
ey — ==y . ——— ~ 1.5 x “m = 1.5mm.
\ pg \ 103kg/m? x 10m/s?

Ornek 2: Kiiresel jellerin doymus buharda sismesi: Jelin ozmotik basinci (yaklasik 1
atm) = suyun yuzey gerilimi, gsunu verir,

N, . 2§
Tiel ~ ?E'Bl ~ 5

burada N, jelin icindeki karsi iyonlarin sayisidir.

Dolayisiyla,

2% 7x1072N/m
B = ' — ~ 10" %m.
10°N /m?

s s sk ke ke ok ok
2. Surfaktanlar. Sabun veya sampuandaki gibi surfaktan molekulleri, suda ¢6zinmek
yerine hava-su yuzeyinde dagilmayi tercih ederler. Bunu gérmek igin, su ylzeyinde
bir sa¢ kilini ylzduran ve yakinlarinda, bir par¢ca sabunla yavas¢a suya dokunun.
(Bu, ayni zamanda bir parca sabunun bir oyuncak kagit tekneyi hareket
ettirebilmesinin nedenidir.)

(a) Hava-su ylzey gerilimi S, (sicakliktan bagimsiz oldugu kabul edilen), N surfaktan
parcaciklarinin sayisi ve A alan olmak Uzere, kabaca NkzT/A kadar azalir. Bu
sonucu nitel olarak agiklayiniz.

e Tipik surfaktan molekdlleri, su-sever bir basa ve su-sevmez bir kuyruga sahiptir, ve

su ile hava arasindaki arayuze gitmeyi tercih ederler. Bazi 6rnekler sunlardir,
C'Hy — (CHy)yy — SO5 - Na't,

CHs — (CH3)11 — N1T(CH3)s - Cl™,
CHsz — (CH3)1y — O — (CHy — CHy —O)y3 — H.
Surfaktan molekulleri su yuzeyine yayilir ve iki boyutlu bir gaz gibi davranir. Gazin,
yogunluguyla ve molekullerin iki boyutlu serbestlik derecelerinden kaynaklanan
mutlak sicakligiyla orantili bir basinci vardir. Dolayisiyla, ylzey alani artirildiginda
surfaktanlar ytzeyin serbest enerjisini dusururler.

N N
AFyjtagtan = Bl - AA=(S—5,)-AA, — S=8,— —knl.
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(YUzey geriliminin, hidrostatik basincinkine ters bir isaretle tanimlandigini
hatirlayiniz.)

(b) Temiz bir yuzey uzerine bir su damlasi yerlestirin. Damlanin yuzeyine kuguk bir
par¢ca sabunla hafifce dokunurken, hava-su ylzeyi temas acgisina ne oldugunu
gOzleyiniz, ve gdzlemi agiklayiniz.

eOnceki problemde gdsterildigi gibi, temas acisi sunu saglar,

S

“ s

_‘Surs
cost = .

Sa-w
Damlanin ylzeyine kiuguk bir sabun pargasiyla dokunmak S,,’yi dusurur, bdylece
cos @ artar, veya esdeger olarak 8 agisi azalir.
(c) Daha dikkatli gozlemler, daha yuksek surfaktan yogunluklarinda sunu verir,

NkgT 2a (\)2 ar

(A—Nb2 A\ A S

a8

A— Nh‘
Nkg

T

A
burada a ve b sabittir. S(4,T) nin ifadesini elde ediniz, ve a ve b ile tanimlanan

dizeltmelerin kdkenini agiklayiniz.

e Surfaktan molekulleri yogun oldugunda etkilesmeleri 6nem kazanir, sonug olarak,

o8| Nkgl'  2a (N\?
OA|l,  (A—Nb)2 A \A) "
ve
or|  A—Nb
oS A - Nkg

ilk denklemin integralini almak sunu verir,

> A ey ‘\_‘IWB-E _-N._ 2
S0 =1l - g g+ (T) '

burada f(T) sadece T’nin bir fonksiyonudur, ikinci denklemin integrali ise sunu verir,

NkgT

S(AT) =g(4) - 57
A — IND

g(A4) sadece A’'nin bir fonksiyonudur. Bu iki denklemi kargilastirarak,

IR NEgT NY?
SAT) =8, — — A ’
(A.T) __4__.Nh+”(-4)

burada S, surfaktanlarin yoklugundaki yuzey gerilimini temsil eder ve A and T’den
bagimsizdir. Bu denklem, gaz-sivi sistemlerinin van der Waals durum denklemine

benzer. ikinci terimdeki Nb garpani, sirfaktan molekiillerinin sonlu boyutundan
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kaynaklanan dislanmis hacim etkisini temsil eder. Son terim iki strfaktan molekull
arasindaki ikili etkilesmeyi temsil eder. Eger surfaktan molekulleri birbirini gekerse a

katsayisi pozitiftir ve ylzey gerilimi artar.

) O y OE as aT . -
(d) Cs — Cy4 igin Elf‘ = 5|5 oldugunda, EIT’ S, ﬁlT’ ve £|A cinsinden bir ifade

bulunuz.

e A ve T’yi bagimsiz degiskenler alarak, sunu elde ederiz,

) 9
5Q=db - S-dh, — o0 =L qar 2Bl ar_s.aa
- ¢ oA - d1 A
ve
IE IF
50 = (“_ - s) dA+ —=| dar.
fJ_-;.‘. T f)_f A
Yukaridaki sonugctan, 1s1 sigalari soyle elde edilir,
. a0 JdF
Ca==| ===
o1 | 4 ar |,
, 50 OF L\ OA oF
Cs=—| =\ | -S| = s
o1 s dA + 1 s d1 s
sonug olarak
Ce o (UE g) 0A
S —ba=\ 7571 —<° | o507 -
dA 7 dl s
Asagidaki zincir kurali bagintisini kullanarak,
or|  as| oAl _ |
05|, 04|, Tl T
sunu elde ederiz,
_ _ o —1
Cs—Cr=|—| =8} [ ——m—
° 4 (‘{)—-4 T ) oL . oS
a8 A a4 T

n——
3. Sicaklik 6lcekleri: ideal gaz sicaklik 6lcedi @ ve termodinamik 6lcek T’nin
denkligini, bir ideal gaz (izerine bir Carnot gevrimi uygulayarak ispatlayiniz. ideal gaz
PV = Nkgz® denklemini saglar ve igsel enerjisi E sadece @’nin bir fonksiyonudur.
Ancak, E x @ oldugunu varsayamazsiniz. Asagidaki gibi devam etmek
isteyebilirsiniz:

(a) Isi1 aligverisleri Q4 ve Q/yi 04, 0., ve hacim genlesme carpanlarinin fonksiyonu

olarak hesaplayiniz.
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e ideal gaz sicakligi durum denklemi ile tanimlanir,
PV
) = —.
Nkg

Termodinamik sicaklik, tersinir bir Carnot ¢evrimi igin soyle tanimlanir,

!Jfélcak . (-Jsmak

Iéoguk (-;)soguk

Bir ideal gaz igin, i¢sel enerji sadece 6’nin bir fonksiyonudur, yani E = E(0), ve

aQ) =dE —dW = % -dfl 4+ PdV.

4

adyabatikler AQ = 0)
\ \

basing P

egisil egrileri

Bs_o_g uk

hacim V

Sekilde gosterilen Carnot ¢evrimini ele alalim. Bir esisil genlesmeye ugrayan 1’den

2’ye giden kisim igin,
P = —N’I"Br’q&calf

AQsicak= PV, ve T

dd =0, —

Bu nedenle, gevrimin isi girisi genlesme carpaniyla sdyle iligkilidir,

Vs N (‘”;_-'- - '.;'2
(b)sucak — -'N EWIBféICak - = -'\f ’I‘B I£sllcak 111 - .
v I IJ_

Dusuk sicaklik esisil egrisi boyunca yapilan benzer bir hesap sunu verir:

‘»’:3 ___-' __."
(-;,)soguk — / —N—;"Bﬁsoguk (i — —'N_’I“BHsoguk In (I_?) s
. I V)

ve dolayisiyla
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(-u) sicak BsicakInn (IZ I—1 )
Qsoguk ~ Pogux I (V3 / Vi)

(b) Adyabatik bir islemde hacim genlesme carpanini 8’'nin bir fonksiyonu olarak
hesaplayiniz.
e Simdi, adyabatik islemlerde hacim genlesme/sikisma oranlarini hesaplayacagiz.

Adyabatik bir kisim boyunca,

dE Nkg# AV 1 dE
i) =0, — 0= —.d¥ AV, = — =
o P T v Nkg0 di "

Yukaridakinin iki sicaklik arasinda integrali alinarak su elde edilir,

I—'S 1 Bs1cak 1dE
e —— - df, Ve
! (I) N5 o 70"
7 Bsicak -
In 1—4 = —__; iE - df.
Vi NkB Jopuu 0 d0
integrali agikga alamasak da (giinkii E (8) keyfidir), yine de su sonuca varabiliriz,

(c) Qy/Qc = 64/6, oldugunu gosteriniz.
e (a) ve (b) siklarinin sonuglarini birlestirerek sunu gézlemleriz,

(Jsicak _ Osicak

Qsoguk I("JSO‘C]uk‘
Termodinamik sicaklik 6lgegi asagidaki gibi tanimlandigindan,

(Jsicak o Tsicak

)

— e B
“Usoguk Isoguk

6 ve T'nin orantili oldugu sonucuna variriz. Bunun {zerine 6 (ligli noktay,) =
T (ligli noktay,o) = 273.16 tanimini yaparsak, 6 ve T 0zdes hale gelirler.

n——
4. Durum Denklemleri: Durum denklemi igsel enerjinin bicimini, asagidaki
orneklerdeki gibi sinirlandirir.
(a) dE = TdS — PdV’den baglayarak, PV = NkgzT durum denkleminin, aslinda E’nin
sadece T’ye bagimli olmasini gerektirdigini gosteriniz.
e Sadece bir bicimde is bulundugundan, herhangi iki parametreyi bagimsiz
degiskenler olarak secebiliriz. Ornedin, T ve V'yi segerek, yani E = E(T,V), ve

S = S(T,V) alarak, sunu elde ederiz,
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dE =TdS — PdV =T r,)_fs‘ dI+7T rb dV — PdV.
ar' |y, oV |1
sonug olarak,
Ll =l -p
V| NV |7
Asagidaki Maxwell bagintisini kullanarak’
‘ os| 0P
oV |y OT |y
sunu elde ederiz
OE 0P
| =T5| -P
V| r JT' |y,
ideal gazda TZ—:|V = NTkB= P oldugundan, 3—5|T = 0. Dolayisiyla, E sadece T'ye

bagimlidir, yani E = E(T).
(b) Sadece sicakhiga bagiml olan bir icsel enerjiyle tutarli en genel durum denklemi
nedir?
e Eder E = E(T) ise,

C €
%T:(). — 1T % V:P,
Bu denklemin ¢dézimu, f(V) sadece V’nin herhangi bir fonksiyonu olmak Uzere,
P = f(V)T’dir.
(c) Bir van der Waals gazinda, C,’nin sadece sicakhdin bir fonksiyonu oldugunu
gOsteriniz.

e van der Waals durum denklemi soyledir,

N 2
P—a (T) } (V= Nb) = NkpT,

veya

_ NkpTl N\?

Bu denklemlerden su sonuca variriz,

oF oCy O*FE J (.. 0P _0%P
vE— . = | = =71l P =T—=—=5| =0
or |y oV |r oVl Il a1 |y, a1 |y,
PdL =Xde+Vdy+---, = 55| =8| = L&
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.
5. Clausius-Clapeyron denklemi kaynama noktasinin basingla degisimini tanimlar.
Genellikle, birlikte varolduklarinda gaz ve sivi fazlarin kimyasal potansiyellerinin ayni
olmasi kosulundan turetilir.
e Asagidaki
tsvi (P T) = 1gazs (P, 1),

ve

fism (P +dP, T+ dT) = jigay (P + dP, T + dT),

denklemlerinden, birlikte varolus hatti boyunca su sonuca variriz,

g O
dP _ arT P a1’ P
dl’'| A Apg |
coX = — =
apP T aF T

Kapsamsallik kosulundan, Gibbs serbest enerjisi G = Nu(P,T)’'nin degisimleri soyle

verilir,
v 96 _0G
- oap|, T ATy
Yogun nicelikler cinsinden
, Vi o S Op
N oP|p TN 0Ty

burada, s ve v sirasiyla, molar entropi ve hacimdir. Dolayisiyla, birlikte varolus hatti
su kosulu saglar

dP
dl’

b_"g — ‘)g S — 81

wx Va—Vi vg—u

Alternatif bir tlretim igin, bir mol su kullanarak bir Carnot makinesi ele alalim. Kaynak
(P,T)’'de, latent 1s1 L verilip su buhara gevrilir. Bu islemler baglantili bir V hacim artigi
vardir. Basing adyabatik olarak P — dP’ye dusurulur. Gider (P — dP,T — dT)’de buhar
tekrar suya yogusur.

(@) Makinenin is ¢iktisinin W = VdP + O(dP?) oldugunu gosteriniz. Buradan,
asagidaki Clausius-Clapeyron denklemini elde ediniz.

dP L

— = - (1)
d1 kaynama rv
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basing
-

P-dP

>

hacim

e Adyabatik islemlerin sabit V' hacminde (P —V diyagramindaki dusey hatlar)

gerceklestigi yaklagikligini kullanirsak, sunu buluruz

W = j[,( PdV = PV — (P —dP)V =VdP.

Burada, gazinkinden ¢ok daha kuguk olan sivi durumun hacmini inmal ettik Yapilan

hatanin derecesi agagidaki gibi

av

d

dP-dP = O(dP?),

s

oldugundan, elimizde,
W =VdP + O(dP?).
Herhangi bir Carnot ¢gevriminin verimi soyle verilir,
w . Ie
= O Ta

ve simdiki durumda,

Qu=L, W=VdP, Ty=1T, Tc=1T-dI.

Bu degerleri verimliligin evrensel formuline yerlestirdigimizde, Clausius-Clapeyron

denklemini elde ederiz.
VdP drl dP L

—— = —, veya = —

L T E coX TV

(b) Su iddianin sorunu nedir?: “Bir mol suyu buhara ¢evirmek icin kaynakta verilen Q

Isis1 L(T)’dir. Giderde bir mol buhari suya yogusturmak i¢in L(T — dT) verilir. Aradaki
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fark dTdL/dT, W =VdP isine, ve denklem (1)den dolay! LdT/T’ye esit olmaldir.
Buradan, dL/dT = L/T ve sonucunda L ile T orantili olmalidir!”

e “Giderde bir mol suyu yogusturmak icin L(T —dT) verilir’ ifadesi yanlistir.
Gosterilen P —V diyagraminda, “1’deki durum sadece suya, “2” sadece buhara
karsilik gelir, ama “3” ve “4”teki durumlar iki fazi birlikte icerir. Durum 3’ten 4’e
giderken bir molden daha az buhar suya c¢evrilir. Buharin bir kismi zaten 2 — 3
adyabatik genlesme sirasinda suya cevrilmigtir, ve geri kalan kisim da 4 -1
adyabatik sikistirma sirasinda cevrilir. Dolayisiyla, gercek latent i1s1 bir mol suyun
katkisindan daha az olmalidir.

(c) L'nin yaklasik olarak sicakliktan bagimsiz, ve hacim degisiminde, ideal gaz olarak
alinan, yani V = NkgT /P buhar hacminin baskin oldugunu varsayiniz. P(T)’yi elde
etmek igin denklem (1)’in integralini aliniz.

e ideal gaz icin,

_ Nkgl' _dP

LP P L
P Al

v - . - _
x  Nkprz % P T Nkprz

.

Bu denklemin integralini alarak, basin¢ P’nin bir fonksiyonu olarak kaynama sicakligi

soyle elede edilir,

L
P=C" exp (——) .
’I"BJ{Kaynama

(d) Bir kasirga, yukarida tanimlanan makineye biraz benzer isler. Su okyanusun ik
yuzeyinde buharlasir, buhar atmosferde ylkselir, ve yuksek ve daha soguk irtifalarda
suya yogusur. Coriolis kuvveti havanin yukari dogru emilimini spiral harekete
donusturar. (Buz ve kaynayan su kullanarak cay fincaninda kuguk bir firtina
koparabilirsiniz.) llik okyanus yuzeyinin ve yuksek irtifa sicakliklarinin tipik degerleri,
sirasiyla 80°F (300°K) ve —120°F (189°K)'dir. Ilik su yiizey tabakasi yeterli su
buhari saglayabilmek icin en az 200 feet (61 m) kalinhginda olmahdir, c¢lnku
kasirganin, kendini koruyabilmek icin saate yaklagik 90 milyon ton su buharini
yogusturmasi gereklidir. Boyle bir kasirganin mumkdn olan maksimum verimliligi ve
glc ciktisini  kestiriniz.  (Suyun buharlagsmasinin latent sisi 2.3 x 10Jkg~1!
civarindadir.)

o T = —120°F = 189°K, ve Ty = 80°F = 300°K igin, bir Carnot makinesinde oldugu
gibi verimliligin sinir degeri sudur,

i Iy —-Tc

Ty

Nmaz = =0.37.
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Gug ciktisi, (giren glg) x (verimlilik)'tir. Bu durumda giren gug, 1lik okyanus suyunun

buharlasmasindan elde edilen enerijidir, boylece,

AW dQ. Tu—Te
at  at  To

90 x 10%ton Lsa 1000kg 2.3 x 10°T
- sa 3600sn ton kg

Guc ciktisi =

% 0.67 ~ 4 x 102 watt

(e) Yercekiminden dolayi atmosfer basinci P(h) yukseklik h ile azalir. (ideal bir gaz
gibi davranan) dh kalinhiginda bir hava tabakasinin Ustine etkiyen kuvvetleri
dengeleyerek, P(h) = Py exp (—mgh/kT) oldugunu gosteriniz, burada m hava
molekaullerinin ortalama kutlesidir.

e Alani A olan, h ve h + dh yukseklikleri arasindaki yatay bir hava tabakasini ele

alahm. Tabakadaki pargaciklarin kutlesinden dolayi yergekim kuvveti sudur,

dE

yercekimi

= mg%_ﬂuﬁs = mg%_ﬁf?h.

burada, yogunluk (N/V)’yi basingla iligkilendirmek igin ideal gaz yasasini kullandik.
Dengede, yergcekim kuvveti basingtan kaynaklanan kuvvetle dengelenir,
dl;j Adh.

dh

dF,

basing

=A[P(h)— P(h+dh)] = —

iki kuvvetin esitlenmesi, sicakligin yiikseklikle degismedigi varsayimi altinda sunu

verir,

0P r . mgh
:{)‘T = —mym. = P(h) = poexp (—%) .

(f) Yukaridaki sonuglari kullanarak, Everest daginin tepesinde (h =~ 9km) suyun
kaynama sicakligini tahmin ediniz. Suyun buharlasmasinin latent isisi1 2.3 x 10%Jkg~?

civarindadir.

e (c) ve (e) siklarinin sonuglarini kullanarak sunu buluruz,

]jE\.q:!m:!r_-'.t ) e (h f; \ < L 1 1 )
~e A verest — 'deniz/ ~eXp |—5— | & - .
;"B!f\ Everest d I E'B lE\.rerce.»,-t(kayna) Jdeniz(kayna)

Verilen sayisal degerlerle, Tgyeresi(kayna) = 346°K (74°C = 163°F) bulunur.

3k >k %k %k %k %k k%

6. Cam: Sivi kuvars, yavasce sogutulursa, T,, sicakliginda kristallesir, ve L latent isisi

verir. Daha hizli sogutma kosullarinda, sivi asirisogutulur ve camsi hale gelir.
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(a) Kuvarsin her iki fazi da neredeyse sikistirlamaz oldugundan is girdisi yoktur ve
icsel enerjideki degisimler dE = TdS + udN esitligini saglar. Kapsamsallik kogulunu
kullanarak E, T, S, ve N cinsinden y igin bir ifade elde ediniz.

e Mevcut baglamda sadece kimyasal i¢i gozettigimizden, entropiyi iki bagimsiz
degiskenin fonksiyonu olarak, oOrnegin dS =dE/T —udN/T'den dogal olarak
gorunen, E ve N, alabiliriz. Entropi kapsamsal bir degisken oldugundan, AS =

S(AE,AN). Bunun A’ya gore turevini alip, sonu¢ ifadesinde 4 =1 kondugunda su

bulunur,
o 08 os| . E Ny
ve buradan,
, E-T8
= N

(b) @ ve B sabitler olmak Uzere, kristal kuvarsin isi sidasi yaklagik Cy = aT>'tUr,
camsi kuvars igin ise, kabaca C; = ST’dir.

Termodinamigin Uglncu yasasinin hem kristal hem camsi fazlar igin gecerli
oldugunu varsayarak, T < T,, sicakliklarinda bu iki fazin entropilerini hesaplayiniz.
e Sonlu sicakliktaki entropiler, S(T = 0) = 0’dan baslayip, dQ/T’nin integrali alinarak

elde edilebilir. Isi girdilerini elde etmek igin I1sI sigalarini kullanarak, sunu buluruz,

. s T dSisa ) NoT?
kristal ol = T{?—T = Okristal = 3
_ T ds, _ B
Ceam =01 = T{ :ij . = Seam = ONT.

(c) Sifir sicaklikta, cam ve kristal kuvarsin yerel bag yapilari benzerdir, bdylece
yaklasik olarak ayni i¢gsel enerji Ey’a sahiptir. T < T,, sicaklklarinda, iki fazin igsel
enerjilerini hesaplayiniz.
e dE = TdS + udN oldugundan, dN = 0 igin,
dE =TdS = aNT3*dT  (kristal)
{u"E =TdS = p3NTdl' (cam)

T = 0’da ayni i¢sel enerji E,’dan bagslayarak, bu ifadelerin integralleri alinirsa,

E=FE,+ %1 4 (kristal),

E=E,+ jT\_J{Z (cam).
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(d) Iki faz arasinda termal denge kosulunu kullanarak, denge erime sicakhgi T,,’yi
ve S cinsinden hesaplayiniz.

e iki faz arasinda kimyasal denge kosulundan, piyista = Heam, SUNU buluruz,

3 4 2 12 2

sonug olarak erime sicakligi,

_E . = ,l'll'l (’_j) .

erl / o

(e) Latentis1 L'yi @ and S cinsinden hesaplayiniz.

e Onceki siklardaki varsayimlardan, camdan kristale gegisin latent isisi,

o o . . R . o1
L= J{eri I\.bcam — Okristal ) = N J{eri ('ueri - e—;)

< ().

eri

= NTZ, (:f - ”1%) = NT2, (3-25)=—NpI?

(f) Onceki sikta bulunan sonug¢ dodru mudur? Degil ise, bu sonuca gétiiren
adimlardan hangisinin yanlig olmasi ¢cok muhtemeldir?

e Yukaridaki sonug, kristal fazin entropisinin cam fazinkinden daha buyuk olmasini
gerektirir. Bu acgikga fiziksel degildir ve varsayimlardan biri yanhs olmalidir. Stpheli
adim, cam fazin termodinamigin Ug¢lncu yasasina tabi oldugu ve T = 0'da sifir
entropisi oldugu varsayimidir. Aslinda, cam maddenin ergodik olmayan bir
durumudur, 6zgun bir taban durumu yoktur, ve Gglncu yasayi ihlal eder.

sk ok ok 3ok ok
7. Karakteristik fonksiyonlar: Su olasilik yogunlugu fonksiyonlarinin karakteristik

fonksiyonlarini, ortalama ve varyanslarini hesaplayiniz.
(a) Tekdiize p(x) = i eger —a < x < a, ve p(x) = 0 aksi taktirde;
e Bir tekdlize olasilik dagilimi,

1
_ — ejer —a < x <
plx) =< 2a 9 ‘! : \
) Aksi taktirde

ki pek ¢ok ornegi vardir, sunu verir,

N Y S 11 |
f(k) = 5 _a(\:{1)|j_—£r’r;r_j|ff.-r = Ejuxp(—ik;rj B
1 > (ak)?™
- .“- ’1‘ — —]_ m \ ! .
ar ) ?;.J( S em )
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Bu nedenle,
TR o2 ]- 2
my = {(x) =0, ve Moy = (%) = ?”'

(b) Laplace (x) = % exp (— %) ;

_ 1 ||
p[_:z.'):Ta(‘.xl) —— )

ornegin bulanik ortamda 11k sogurulmasini tanimlar, sunu verir

flk) ! dx exp (—'M‘:I.' — u)

20 J_ a

e [ aplace OYF,

1 [e9) 1 0
dx exp(—ikr —x/a) + — / dzexp(—ikx + x/a)

2a J, 2a J_

1 1 1 1
©2a |—ik+1/a  —ik—1/a] 14 (ak)?
=1—(ak)® + (ak)* — .

Bu nedenle,
my = (x) =0, ve my = (%) = 2a°.
a

(C) CaUChy p(.X') = W

e Cauchy, veya Lorentz OYF, difusif modlarca sagilan isidin spektrumunu tanimlar,

ve soyle verilir

Bu dagilim igin,

, > o a
f(k) = /_DO f_%xl)[_—'f.ﬁ‘:ar)md;r
= L exp(—ikx) { ! L } da.

2mi f_ r—ia x4la

Yukaridaki integralleri hesaplamanin en kolay yontemi, integralin yolunu karmasik
diizlem lizerinde kapatmak ve rezidiyli hesaplamaktir. integrandin sonsuzda sifira
gidisi, yolun karmasik duzlemin hangi yarisinda (yukari veya asgagi) kapatiimasi

gerektigini belirler, ve suna géturar,

—L. / Mdr =exp(—ka) egerk >0
, 2mi Jo  x+ia
f(k) = | exp(—ika) = exp(—|kal).
—/ #d;zr =exp(ka) egerk <0
2mi Jp x—ia
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f(k)’nin bu durumda analitik bir fonksiyon olmadigina ve bu nedenle bir Taylor

acihminin bulunmadigina dikkat ediniz. Momentler baska bir yontemle, 6rnegin

dogrudan hesaplama ile belirlenmelidir,

my = () =0, ve my = (2?) = /(I;r% - #‘:2 — 0.
Birinci moment simetriden dolay: sifirdir, ikinci (ve daha yuksek) momentler ise
f (k) nin analitik olmayan dogasiyla uyumlu olarak, iraksar.
Su iki olasilik yogunlugu fonksiyonu x = 0 i¢in tanimlidir. Her birinin sadece

ortalama ve varyansini hesaplayiniz.
. _x x?

(d) Rayleigh (x) = — €xXp (— oo7)

e Rayleigh dagilhmi,

')[.'I‘) _ X oxD Ji!‘2 eder >0
plr) = = OX] 50z |- g x>0,

iki boyutta rassal yturime uzunlugu icin kullanilabilir. Karakteristik fonksiyonu sudur,

o oo . o _.1,2
flk) = /(; cxp(—-z.k.-r_]? exp (_W) dx

OCI L. x ;172
= /ﬂ [cos(kx) — i sin(kx)] 3 exp (_ﬁ) dor.

integraller basit degildir, ama sdyle hesaplanabilir,

(s o]

/m("’“’[ﬂ'-r’]if‘t) - dr = Z_(_l—)n”! (2a°k%)"
o aZ i 202 ) _? (2n)! i

1=0

R ” €T 22 . 1 [ . - €T 22 f
sin(kr)—exp | —— | do = = sin(kr)—exp | —— ) dx
/0 stn( )(.!.2 I ( 2(.{.2) 2 j;w_h‘ (kz) 2 ( 2(5."3)

B ff? ! ) k2a?
=3 a exp 5 )

ve

sonug olarak

Ayrica momentler de dogrudan sdyle hesaplanabilir,
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00 .2 2 o .2 2 I
= (x) = z 5 exp ! dr = ! exp ) de = f
my = (x) = —exp | —— = ——
v 0 a2 2a? _ }(r 2a?

o0 3 72 o0 .2
, [ 2\ : : 2 :
mq = (2%) = —exp | —=—= ) de =2a — exp

! [) a? 2a2 0 2a? ‘7(13

s o]
= 2(12/ yexp(—y)dy = 2a°.
0

i,

=, |o|_1]

(e) Maxwell p(x) = \/%z—z exp (_§

e Maxwell dagihminin karakteristik fonksiyonunu hesaplamak zordur,

ornegin bir gaz parcaciginin hizini tanimlar. Ancak, ortalama ve varyansi dogrudan

sOyle hesaplayabiliriz,

fz o0 TS 32
my = (x) =4/ — —exp | -5 | du
TJo a 2a

[27 [ a? a2 22
=2/ —a =5 exp = |d| —
T Jo 2a® 202 2a?

[22 [ [2
= QV“ —a/ yexp(—y)dy = 2\/ —a,
T Jo

5 a’ 2 xt 2
my = { \/ — eXp —503 dr = 3a>.
™ o 1

3k >k %k %k %k %k % %

ve

8. Tchebycheff esitsizligi: Ortalamasi A ve varyansi ¢? olan, (—« < x < «) igin
herhangi bir olasilik yogunlugu p(x)’i ele alahim. A’dan uzakhgi no’dan fazla olan

sonuglarin toplam olasihginin 1/n?’den daha az oldugunu gosteriniz, yani

. 1
/ drp(x) < —.
|z—=A|Zno n

Ipucu: ¢?’yi tanimlayan integralden baslayin, ve onu, |x — 1| > no ve |x — 1| < no’ya
karsilik gelen pargalara bolun.

e Tanim geregi, OYF p(x), ve ortalamasi A olan bir sistemin varyansi,

02—/[1—)\) () dx.

integrali séyle iki parcaya bolelim
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0? = / (2 — \)?*p(x)dx + / (x — \)?p(a)da,
|z—A| Zno |z—=A|<no

sonug olarak

o2 — / (2 — N)?p(x)da = / (2 — \)2p(x)da.
|z—A|<no |z—A|Zne

Asagidaki esitsizligi kullanip

/ (2 — \)?p(x)dx > / (no)?p(a)da,
|z—=A|Zno |z—=X|Zno

sunu elde ederiz

f (no)?p(x)dr < a* — / (2 — \)?p(x)dr < o2,
|z—X|Zne |z—X|<no

ve

. 1
/ pla)dr < —.
|z—=A|Zno n

.
9. En iyi se¢im: Pek ¢ok 6zel populasyonda, uyeleri arasinda az degiskenlik vardir.
Bu optimal se¢imin dogal bir sonucu mudur?

(@) {ry}, herbiri bir olasilik yogunlugu p(r)’'den r € [0,1] olmak Uzere, bagdimsizca
secilmis n tane rassal sayl olsun. Bu kimenin en blyudk dederi icgin, yani x =
max {ry, -+, 1.} i¢in olasilik yogunlugu p,, (x)’i hesaplayiniz,

e n tane rassal sayinin maksimumunun x ve x + dx arasinda olma olasiligi,
sonuglardan birinin bu aralikta bulunmasi ve diger tumunun ise x’ten kuguk olma

olasihgina esittir, yani

n
p.n(;zr) = })(:'1 =, T < T, T3y < T, ., Tp < :I.‘) X ( 1) ,

burada ikinci ¢arpan, hangi r, = x’i segmenin yollarinin sayisidir. Bu olaylar bagimsiz
oldugundan,
. . ] T
pulw) = p(ry =) - plra < @) - plrs < @)+ plra < @) x ()
=p(r =2)[p(r < 2)]" " x (;) ,

r < x’in olasiligi, basit¢e bir birikimli olasilik fonksiyonudur, ve

T n—1
prl(x) =n-p(z) - U f}(r)“”} '
0
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(b) Eger herbir r,, 0 ile 1 arasinda tekdize dagiimis ise, x’in ortalama ve varyansini

n’nin bir fonksiyonu olarak hesaplayiniz, ve blyuk n i¢in davranigini yorumlayiniz.

e Eger herbir r, 0 ile 1 arasinda tekduze dagilmis ise, p(r) =1 (folp(r)dr=

[, dr = 1). Bu OYF ile sunu buluruz,

T n—1 T n—1
pn(x) =n-p(z)- {/ j'}lif'){h} =n {/ ff:} =na"t,
0 0

ve ortalama simdi sOyle verilir

1 1 n
{:"?‘:’ = / 5?'1'}?1.(:?'::'{3.‘:‘ = H/ adr = ——.
0 0 n—+1

Maksimumun ikinci momenti soyledir,

1
Y 1 n
;3'2} =n ;?‘R+L{F;J' = —
v 0 n-4 2

-

sonug olarak varyans sudur,

2 __ /.
o° = (1

2\ ()2 no n 2 . n

LY T 42 n+1/)  (n+1)2n+2)
Blylk n igin ortalamanin sinir deger bire yaklastigina, varyansin ise 1/n? bigiminde
sifira gittigine dikkat ediniz. Dagilimin Ust kisminda, genis bir varyans igin ¢ok az yer

vardir.

3k 3k 3k 3k k ok kok
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