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Gozden Gecgirme Problemleri
Gecmig yillara ait ekteki sinavlar (ve ¢ozumleri), ders igerigini gbdzden
gegirmenize yardimci olmaya yoneliktir.
Her problemin ilk kisimlarinin son kisimlarindan daha kolay olduguna dikkat
ediniz. Bu yuzden, takildiginizda sonraki soruya gecmeyi unutmayiniz.
Asagidaki bilgileri yararl bulabilirsiniz:

Fiziksel Sabitler

Elektron kiitlesi me a2 9.1 x 10~ kg Proton kiitlesi my ~ 1.7 x 10727kg
Elektron Yiikil e~ 1.6 x 10719 Planck sab./2n h=~1.1x10"% ] 5!
Isik Hizi ¢ 3.0 x 103ms™! Stefan sabiti o577 x 1078 Wm2K~*

Boltzmann sabiti kp =~ 1.4 x 10722JK~' Avogadro sayisi Ny =~ 6.0 x 10**mol~!

Cevrim Carpanlari

latm = 1.0 x 10°Nm 2 1A =10 9 leV =1.1 x 10*K

Termodinamik

dE =TdS+dW Gazigin:: dW = —PdV Film igin1: dWW = od A
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8.333: istatistiksel Mekanik | Glz 1998 Final Sinavi

1. Bir yariiletkende eksiton ayrismasi: Bir yariiletken Uzerine yogun bir lazer 1gini
gondermek, yiginda, elektron (—e yuklu ve m, etkin kutleli) ve bosluklarin (+e yukli
ve my, etkin katleli) yarikararh bir toplulugunu olusturabilir. Zit yukli parcaciklar (bir
hidrojen atomunda oldugu gibi) ciftlenerek bir eksiton gazi, veya ayrigip bir plazma
olusturabilir. Bu islemin ¢ok daha basitlestiriimis bir modelini inceleyecegiz.

(a) m, ve my, kitleli, etkilesmeyen klasik parcaciklar gibi ele alarak, T sicakliginda N,
tane elektron ve N, tane bosluktan olusan bir gazin serbest enerjisini hesaplayiniz.
(b) Bir eksiton olusturan elektron bosluk cifti enerjisini ¢ kadar dusurir. [Hidrojen
benzeri bir eksitonun baglanma enerjisi, € dielektrik sabiti ve m™ = m;! + m;;! iken,
e =~ me*/(2h%e?)'dir] m = m, + my, kitleli, etkilesmeyen klasik pargaciklar gibi ele
alarak, N,, tane eksitondan olusan bir gazin serbest enerjisini hesaplayiniz.

(c) Elektron, bosluk ve eksiton durumlarinin, sirasiyla, pe, un, ve p, kimyasal
potansiyellerini hesaplayiniz.

(d) Eksitonlar ve elektron/bosluklar arasindaki denge kosulunu, kimyasal
potansiyelleri cinsinden ifade ediniz.

(e) Ylksek bir T sicakliginda, eksitonlarin n, yogunlugunu, uyarimlarin n = n, + ny
toplam yogunlugunun bir fonksiyonu olarak bulunuz.

%k %k 3k 3k 5k >k %k %k

2. Manning gecisi: DNA gibi iyonik polimerler (polielektrolitler) suya batirildiginda
negatif yuklU ters iyonlar, geride pozitif yuklu bir polimer birakarak ¢ozeltiye karigir.
Geride birakilan yUklerin elektrostatik itmesi ylUzinden, asagidaki sekilde goruldugu
gibi polimer a yarigaph bir silindir bigiminde uzar. Termal dalgalanmalar iyonlarin
¢ozelti icinde dolagsmalarini desteklerken, elektrostatik ¢ekmeler dontp polimer
Uzerinde yogusmalarini tercih eder. Eger karsi-iyonlarin sayisi N ise, gubuk Uzerinde
kalan N tane pozitif ylikle ¢(r) = —2(Ne/L) In (/L) potansiyeliyle etkilesir, burada r
silindirik geometride radyal koordinattir. E§er karsi-iyonlar arasindaki Coulomb

itmesini gozardi edersek, su klasik Hamiltonyen ile tanimlanabilirler,

N o
H=3"[Z foetam (2
H = . - + 2e nhll{ﬂ,}d'

\
)
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burada n = N/L’dir.

(a) Yaricap! R olan silindirik bir kap icin, kanonik Ulesim fonksiyonu Z’yi sicaklik T,
yogunluk n, ve yarigaplar R ve a cinsinden hesaplayiniz.

(b) Bir karsi-iyonun radyal konumu ve birinci momenti (r) icin olasilik dagilhm
fonksiyonu p(r)’yi hesaplayiniz.

(c) Yukarida R > a limitinde hesaplanan sonuglarin davranigi, yuksek ve dusuk
sicakliklarda c¢ok farkhdir. Gegis sicakhdini belirleyiniz ve bu iki fazin dogasini
tanimlayiniz. Ozellikle, her iki durumda (r)’nin R ve a bagimliigi nasildir?

(d) Karsi-iyonlarin kabin duvarlarina uyguladigi basinci r = R’'de, R > a limitinde,
tum sicakliklar igin hesaplayiniz.

(e) Karsi-iyonlar arasindaki Coulomb etkilesmesi hesaba katilirsa, (d) sikkinda
incelenen gegisin karakteri degisir. Etkilesimli probleme yaklasik bir yontem, karsi-
iyonlarin N;’lik bir boliumunun polimer gubuk boyunca yogusmasina izin vermektir,
geri kalan N, = N — N, tanesi ise ¢ozlcude dalgalanir. Serbest karsi-iyonlar yine

etkilesmeyen, asagidaki Hamiltonyene tabi parcaciklar gibi ele alinir

N ‘
H= Z i—i—?r’zn- In (E)
P 2 e L/’

burada n, = N, /L’dir. Etkilesmeyen iyonlarin dengedeki sayisi N,’yi tahmin ediniz,ve
tahmininizi, sistemin N;’den kuguk sapmalara verdigi tepkiyi tartisarak dogrulayiniz.
(Bu yeni hesaplamalar gerektirmeyen nitel bir sorudur.)

%k 3k 3k 3k 3k >k %k k
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3. d boyutlu Bose gazi: Enerji spektrumu € = p%/2m olan, d boyutta V = L% “hacimli”
bir kutuya konmus, etkilesmeyen (spinsiz) bozonlarin bir gazini dusunelim.

(@) © kimyasal potansiyelinde buyuk potansiyel G = —kgzT InQ ve yogunluk
n = N/V’yi hesaplayiniz. Yanitinizi d ve f,;(z) cinsinden ifade ediniz, burada z = ef#

ve

+ _ 1 00 xm—l
fm (Z) - r'(m) fo z~leX—1 dx.

(ipucu: In Q ifadesinde kismi integral alimini kullaniniz)

(b) PV /E oranini hesaplayiniz ve klasik degeriyle karsilastiriniz.

(c) Bose-Einstein yogusmasi igin kritik sicaklik T,(n)’yi bulunuz.

(d) Is1 kapasitesi C(T) 'yi T < T.(n) i¢in hesaplayiniz.

(e) Is1 kapasitesini butun sicakliklar igin giziniz.

(f) Is1 sigasinin maksimum degerinin klasik limitine orani, C .z /C(T = «)’yi bulunuz
ve d = 3 igin degerini bulunuz.

(g) Yukarida hesaplanan oran d — 2 limitinde nasil davranir? Sonuglariniz hangi
boyutlarda gecerlidir? Agiklayiniz.

%k >k 3k ok %k ok k %k
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1. Elektron Manyetizmasi: Bir metaldeki iletkenlik elekronlari spini %2 (yukari ve asagi
yozlagsmasiyla), ve yogunlugu ve n=N/V olan fermiyonlarin gazi olarak
dusunulebilir.

(a) Elektronlar arasindaki etkilesimi g6z ardi ederek taban durumlarini sézle
anlatiniz. Fermi dalga sayisi kr ve taban durum enerji yogunlugu E,/V’yi yogunluk n
cinsinden hesaplayiniz.

Elektronlar ayrica Coulomb itmesi (zerinden etkilestiklerinden konum
uzayinda antisimetrik bir dalga fonksiyonunu tercih eder, ki bu da onlari ayri tutar. Bu
etkilesim fermiyonik dalga fonksiyonlarinin tam (konum ve spin) antisimetrisinden
dolay! etkin bir spin-spin ¢iftlenimi olarak tarif edilebilir, ki bu da paralel spinli

durumlari onerir. Basit bir yaklagimda, etkilegsimin etkisi
N.N_
v
potansiyel teriminin Hamiltonyene eklenmesiyle gosterilir. Burada N, ve N_ =N — N,

U=u«

yukari ve asagi spinli elektronlarin sayilari ve V ise hacimdir. (a« parametresi sagiima
uzunlugu a ile a = 4wk?a/m seklinde iligkilidir.) Ogrenmek istedigimiz sey, manyetize
olmamig gazin N, = N_ = N/2 ile hala enerjiyi minimum mu yaptigi yoksa gazin
kendiliginden manyetize mi oldugudur.

(b) Degisen Fermi dalga sayilari kg, ve kr_’yi yogunluklar n, = N,/V ve n_ = N_/V
cinsinden ifade ediniz.

(c) Simetrik durumdan kugik sapmalar i¢in, n+=n/2+ 6 ve n_ =n/2 — 6, sistemin
kinetik enerjisindeki degisimi § ‘nin ikinci derecesine kadar hesaplayiniz.

(d) Spin-spin etkilesim yogunlugunu § cinsinden ifade ediniz. Oyle bir kritik a, degeri
bulunuz ki @ > «, icin elektron gazi toplam enerijisini kendiliginden bir manyetizasyon
gelistirerek dusurebilsin. (Bu Stoner kararsizligi olarak bilinir.)

(e) @ ‘nin kendiliginden olusan manyetizasyonunun davranigini nitel olarak anlatin ve
gizerek belirtin.

%k 3k 3k ok %k k k%

2. Bozon manyetizmasi: Spini 1 ve birbiriyle etkilesmeyen bozonlardan olusan bir

gazin Hamiltonyeni agagidaki gibidir;

~9
. )
/‘.'Ll‘il(xJ Sz) = 5— — Hos B
2m
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burada u, = eh/mc ‘dir ve s, u¢ muhtemel deger alabilir (-1, 0, +1). (Yoringesel
B — B — e etkisi ihmal edilmistir).
(a) u kimyasal potansiyelli bir blylk kanonik toplulukta, dalga sayisi k= p/h olan tek

parcacik durumlarinin ortalama doluluk sayilari {(n+(l?)), (no(E)), (n_(E))} nedir?

(b) Bozonlarin s, de@erinin U¢ muhtemel durumu igin ortalama toplam sayilari
{N,, Ny, N_Yi f; (z) fonksiyonlari cinsinden hesaplayiniz.

(c) Manyetizasyon ifadesini, M(T,u) = uo(N, — N_), yazin, ve kiguk B dederleri icin
sonucu agarak sifir alan alinganhgini, y(T,u) = 0M /0B|z-, , bulun.

(d) B =0 oldugunda, n’de ikinci dereceye kadar dogru, yuksek sicaklik acilimini
z(B,n) = eP* icin bulun. Bu sekilde x(T,n)ye ylksek sicakliklarda kuantum
istatistiginden ilk duzeltmeyi elde ediniz.

(e) Bose-Einstein yogusmasinin sicakhgini, T.(n,B = 0), bulunuz. Yuksek sicaklik
tarafindan T.(n)’ye yaklastigimizda y (T, n)’ye ne olur?

(f) B ‘nin kuguk sonlu bir degerinde T < T,.(n) i¢in kimyasal potansiyel u nedir? Hangi
tek parcacik durumu makroskopik doluluk sayisina sahiptir?

(9) (f) ‘deki sonuglari kullanarak kendiliginden olugsan manyetizasyonu bulun,

M(T.n)= ngimo M(T,n,B).

%k 3k 3k 3k 3k ok %k k

3. Virial teoremi N (klasik ya da kuantum) parcaciktan olusan bir sistem igin faz
uzayinin Olgek degisimi gibi kanonik donusumler altinda degismez kalmasinin bir
sonucudur. Sorunun devaminda genellestiriimis koordinatlari ve momentumlari ve
(i=1,..., N) olan N pargacadin Hamiltonyenini H ({p;}, {g;}) olarak disinlniz.

(a) Klasik model: Klasik ulesim fonksiyonunun, Z = Z[H], ifadesini yaziniz ve
d1 = 141, P, — P1/A degisimi gibi bir ¢ift eslenik degiskenin yeniden dlgeklendiriimesi
altinda degismez oldugunu gésteriniz. Ornegin Z[H;] A’dan bagimsizdir, ki burada
H;, yukaridaki olgeklendirmeden sonra elde edilen Hamiltonyendir.

(b) Kuantum mekaniksel model: Kuantum ulesim fonksiyonunu veren ifadeyi yaziniz.
4, = Aqy, Py = py/A donustimleri altinda bu Ulesim fonksiyonunun da degismez
oldugunu gésteriniz. Burada p; ve §; artik kuantum mekaniksel operatérlerdir. (ipucu:
zamandan bagimsiz Schrodinger denklemiyle baslayin.)

(c) Asagidaki bigcimde bir Hamiltonyen varsayalim
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H = Z ﬁ +V ({;})
- 2m fis)-
Z[H;]'nin A’dan bagimsiz oldugu sonucunu kullanarak virial iligkisini kanitlayiniz,
nE\ _ /v -
m |/ \Oq s
burada parantezler termal ortalamalari gosterir. (Cevabinizi, muhtemel bir kuantum
mekaniksel ¢ikarim da benzer oldugu icin klasik olarak formule edebilirsiniz.)
(d) Yukaridaki iligki bazen uzak galaksilerin katlelerini tahmin etmek icin kullanilir.
G-8.333 galaksisinin dis sinirindaki yildizlarin v = 200 km/s hizla hareket ettigi

Olclimustir. G-8.333 ‘Un kutlesinin boyutuna oranini sayisal olarak tahmin ediniz.

%k >k 3k ok %k k ok k
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8.333: istatistiksel Mekanik | Guz 2000 Final Sinavi

1. He’tin donmasr: Disik sicakliklarda basing uygulanarak He® sividan katiya
cevrilebilir. Bunun faz sinirinin tuhaf bir 6zelligi ise (dP/dT)erime NiN 0.3K'den dusuk
sicakliklarda negatif olmasidir. [(dP/dT)erime ® —30atm®K ™1, T ~ 0.1°K]. Bu 0ozelligi
aciklamak igin He¥(in kati ve sivi fazlari igin basit bir model kullanacagiz.
(a) Kati halde, He® atomlari bir kristal érgii olustururlar. Her atom 1/2 niikleer spinine
sahiptir. Spinler arasindaki etkilesimi goz ardi edersek, spin serbestlik derecesinden
dolay! olugan pargacik basina entropi s, nedir?
(b) Sivi He®, atom basina 46A° hacimle ideal Fermi gazi olarak modellenir. Kelvin
cinsinden Fermi sicakhgi T nedir?
(c) Sivi He>iin 1s1 sigasi diisiik sicakliklarda nasil davranir? C,'yi N, T, kg, Tr
cinsinden sayisal bir sabite kadar T < Tr durumunda gecerli olacak sekilde ifade
edin.
(d) (c) sikkindaki sonucu kullanarak dusuk sicakliktaki sivi igin pargacik basina dusen
entropi s,’yi hesaplayin. T « Ty i¢in hangi faz (kati ya da sivi) daha fazla entropiye
sahiptir?
(e) Kimyasal potansiyelleri esitleyerek ya da bagka bir teknikle Clausius-Clapeyron
denklemini kanitlayin: (dP/dT)erime = (S — S5)/(vy — v5), burada v, ve v, sirasiyla
sivi ve katl fazlarda pargacik basina disen hacimlerdir.
(f) Atom basina v, — v, = 343 oldugu deneysel olarak bulunmustur. Bu bilgiyi ve
onceki siklarda elde edilen sonuglari kullanarak T < Tg i¢in (dP/dT)erime Yi Yaklasik
olarak bulunuz.

%k 3k Skookosk ok k %k
2. Etkilesmeyen bozonlar: Kimyasal potansiyeli ¢ olan etkilesmeyen bozonlarin bir
blyik kanonik toplulugunu distnln. Tek pargacik durumlari, bir ¢ dalga vektord ile
etiketlenmistir ve £(q) enerijileri vardir.
(a) Tek pargacik durumlarinin bir {nz} doluluk sayilari kimesini bulmanin birlesik
olasihdi P({n;}), fugasiteler z; = exp [B(u — £(4))] cinsinden nedir?
(b) Belli bir g icin, karakteristik fonksiyon (exp [iknz])'u hesaplayiniz.
(c) (b) sikkinin sonucunu kullanarak veya baska turld, doluluk sayisi nz’'nun ortalama
deger ve varyansinin ifadelerini veriniz.

(d) (c) sikkindaki varyansi ortalama doluluk sayisi (ng) cinsinden ifade ediniz.

Sayfa 9 www.acikders.org.tr
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(e) (a) sikkindaki yanitinizi {{nz)}. doluluk sayilari cinsinden ifade ediniz.
(f) Bozonlarin olasilik dagiminin entropisini {{(nz)} cinsinden hesaplayiniz ve sifir
sicaklik limiti Gzerine yorum yapiniz.

%k 3k 3k ok %k ok ok k

3. Sert gubuklar: iki boyutta, N tane asimetrik molekiil toplulugu, herbirinin uzunlugu
2l olan ve bir duzlemde uzanan gubuklardan olusan bir gaz gibi modellenebilir.
Baska bir gubukla karsilasmadikga, bir gubuk kitle merkezinin 6telenmesiyle ve
ekseni etrafinda donusuyle hareket edebilir. Sert gekirdek etkilesmesini tam olarak
uygulamadan, c¢ubuklarin doénel hareketinin bir 6 agcisiyla kisitlandigini (diger
cubuklar tarafindan) varsayarak yaklasik olarak bu etkilesmeyi hesaba katabiliriz. Bu
kisittama bir diglanan hacim Q(8) getirir (her bir gubuk i¢in). Daha sonra 8’nin degeri,
V' toplam ulasilabilir alan olmak Uzere, belli bir n = N/V yogunlugunda entropiyi

maksimize ederek 6ztutarli olarak hesaplanir.

dislanmis
hacim

(a) Boyle bir gubuklar toplulugunun entropisini, N, n, Q, ve tek bir gubugun doénel
serbestligiyle ilgili faz uzayr hacmi A(8) cinsinden yaziniz. (Momentumdan gelen
katkilari tamamen g6z ardi edebilir ve bayUk N limitini alabilirsiniz.)

(b) &’nin fonksiyonu olarak entropinin u¢ degerlerini bulup, yogunlugu, Q, A ve onlarin
tirevleri olan Q', A’ ile iligkilendiriniz; sonucunuzu n = f(Q,4,Q,A) bigiminde ifade
ediniz.

(c) Diglanmis hacim Q’y1 6 cinsinden ifade ediniz ve A « @ varsayarak 6 € [0, z]'nin
bir fonksiyonu olarak f’yi giziniz.

(d) Yuksek yogunluklardaki denge durumunu tanimlayiniz. Yogunluk azalirken bir faz
gecisi tanimlayabilir misiniz? Ciziminizde ilgili n. kritik yogunlugunu gosteriniz. Faz
gegisindeki kritik agi 6. nedir? 6.'yi agikca hesaplamaniz gerekmemektedir, ancak
onu tanimlayan (kapali) bir baginti veriniz. 8, n < n.'de hangi degeri alir?

%k 3k 3k 3k 3k >k %k k
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8.333: istatistiksel Mekanik | Giz 2003 Final Sinavi

1. Helyum 4: “He disik sicakliklarda, basing uygulayarak sividan katiya
donusturdlebilir. Faz siirnin ilging bir 06zelligi, erime basincinin T = OK'dekKi
degerinden, 20Nm~2 kadar hafifgce diserek T = 0.8K’de minimum deger almasidir.
Bu 6zelligi aciklamak icin “He’lin sivi ve kati fazlarinin basit bir modelini kullanacagiz.
(a) Kimyasal potansiyeller esitlenerek ya da herhangi bir teknikle, Clausius-Clapeyron
denklemini, (dP/dT)erime= (5S¢ — Ss5)/(vp — vs), kanitlayiniz. Burada (v,,s,) ve (vs, S)
siraslyla sivi ve kati fazlardaki atom bagina disen hacim ve entropilerdir.

(b) Sivi *He’da T < 1K icin énemli olan uyarimlar ¢ hizindaki fononlardir. Bu modlarin
sivinin pargacik basina disen isi sigasi C¢/N’ye katkisini hesaplayiniz.

(c) Kati “He’da diisiik sicaklikta pargacik basina isi sigasi C$/N'yi, boyuna ve enine
ses hizlari ¢; ve c; cinsinden hesaplayiniz.

(d) Yukaridaki sonuglari kullanarak, tek bir ses hizi ¢ = ¢, = ¢y, pargacik basina
yaklagik esit hacimler v, = v, = v varsayimlariyla, entropi farki (s, —s)’yi
hesaplayiniz. Hangi faz (kati veya sivi) daha yuksek entropiye sahiptir?

(e) Kaguk bir hacim farki év = v, — vg oldugunu varsayarak (sicakliktan bagimsiz),
erime egrisinin bigimini hesaplayiniz. Bagta belirtilen anomaliyi agiklamak i¢in hangi
fazin (kati veya sivi) yogunlugu daha yuksek olmalidir?

%k 3k 3k ok %k ok k %k

2. Sirfaktan yogusmasi: N tane surfaktan molekulu, bir A alani iginde su yuzeyine

eklenir. ilgili Hamiltonyen séyledir,

. pi°
H = m —Z]/I.??—} I

i=

burada # ve p;, pargacik i'nin konum ve momentumunu belirten iki boyutlu
vektorlerdir.
(a) Z(N,T,A) Ullesim fonksiyonunun ifadesini 7, ve p; Uzerinden integrallerle yaziniz
ve momentumlar Uzerinden olan integralleri aliniz.

Parcaciklar arasi potansiyel V(#), || <a igin sonsuz, ve |F|>a igin
[." 2mrdrV(r) = —u, olmak iizere gekicidir.
(b) N tane pargacik sisteminin konumsal faz uzayinda mevcut, toplam dislanmamis

alani tahmin ediniz
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(c) Tekdiize yogunluk yaklagimi n = N/A cergevesinde, sistemin toplam potansiyel
enerjisini tahmin ediniz. Bu potansiyel enerjiyi, onceki sikta izin verilen tim
konfigurasyonlar igin kullanarak Z igin yaklasik bir ifade yaziniz.

(d) Suyun surfaktansiz yuzey gerilimi o,’dur, ve vyaklasik olarak sicakliktan
bagimsizdir. Strfaktanlarin varliginda ylzey gerilimi a(n, T)’yi hesaplayiniz.

(e) Belli bir T, sicakliginin altinda o ifadesinin acik¢a yanlis oldugunu gosterin. Sizce
dusuk sicakliklarda ne olmaktadir?

(f) C4 1s1 sigasini hesaplayiniz ve agikga hesaplamadan slrfaktanlardan kaynakl C,
icin bir ifade yaziniz.

%k 3k 3k 3k 3k ok %k k

3. Dirac Fermiyonlari 1/2 spinli, etkilesmeyen parcaciklardir. Tek pargacik durumlari,

spinden bagimsiz, pozitif ve negatif enerijilerin ¢iftleri halindedir;

Ex(k) = £V m2et + 2k e?
(a) u kimyasal potansiyelli herhangi bir fermiyonik sistem igin, u + & enerijili dolu bir
durumu bulma olasiliginin u — & enerjili bos bir durumu bulma olasiligiyla ayni
oldugunu gdsteriniz. (§ herhangi bir sabit enerijidir.)
(b) Sifir sicaklikta buttiin negatif enerjili Dirac durumlari dolu ve butlin pozitif enerjili
olanlar bostur, yani u(T =0) =0. (a) sikkindaki sonucu kullanarak sonlu bir T
sicakliginda kimyasal potansiyeli hesaplayiniz.
(c) Sonlu sicakliklarda sistemin ortalama uyariima enerjisinin asagidaki denklemi
sagladigini gosteriniz;
E(T) - E(0) = 41// d’k 5+®
(27)? exp (‘,L/)’g+[k)) +1

(d) (c) sikkindaki integrali kiitlesiz Dirac pargaciklari i¢in hesaplayiniz (yani m = 0).
(e) Kutlesiz Dirac pargaciklari i¢in i1s1 sigasi C,’yi hesaplayiniz.

(f) Parcaciklarin kutleli olmasi durumunda dusuk sicakliklarda is1 sigasinin nitel
bagimlihgini ifade ediniz.

%k 3k 3k 3k 3k ok %k k
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8.333: istatistiksel Mekanik | Gz 2004 Final Sinavi

1. Noétron yildizinin cekirdegi: Profesor Rajagopal'in grubu ndétron yildizlarinin
cekirdeginde QCD maddesinin yeni bir fazinin olabilecegini énerdi. Bu faz, dusuk

enerjili uyarimlari yaklasik asagidaki gibi olan, bir kuark yogusugu gibi gorulebilir,

. 2
R| - kg
2M

Spinden gelen yozlagsma c¢arpani g = 2 olmak Uzere, bu uyarimlar fermiyoniktir.

(a) Sifir derecede butun negatif enerjili durumlar dolu ve butun pozitif enerjili durumlar
bostur yani u(T =0) =0 olur. u+ 6 ve u—46 enerjili durumlarin doluluk sayilarini
iliskilendirerek, ya da farkli bir yoldan, sonlu bir T sicakligindaki kimyasal potansiyeli
bulunuz.

(b) k = kg civarinda sabit bir durum yogunlugu varsayarak yani q = |l?| — kr olmak
Uzere d3k ~ 4mkidq alarak, sonlu sicaklikta bu sistemin ortalama uyarim enerjisinin

soyle oldugunu gosteriniz:

e 7 £+()
E(T) = E(0) =29V -£ dq —
( ( Jo exp (3€+(q)) +1

(c) Yukaridaki integrali hesaplayarak, uyarim enerijisi i¢in kapali bigimde bir yanit
veriniz.

(d) Bu sistemin 1s1 sigasi C,’yi hesaplayiniz ve dusuk sicakliktaki davranigini
yorumlayiniz.

%k 3k ok %k k k%

2. Kritik nokta davranigi: Bir gazin basinci P, yogunlugu n = N/V ve sicaklik T'ye su

kesilmis acilimla baglidir,

P=kgTn— ;”2 + %nz
burada b ve c’nin pozitif, sicakliktan bagimsiz sabitler olduklari varsayilmistir.
(a) Bu denklemin daha dusuk degerlerde gecersiz olmasinin gerektigi T, kritik
sicakligint ve kritik noktanin ona karsilik gelen n. yogunlugu ve P. basincini

belirleyiniz. Boylece kgzT.n./P. oranini bulunuz.
(b) Esisil sikistirilabilirlik k; = —%z—z |7'y1 hesaplayiniz ve n = n, igin T’nin fonksiyonu

olarak ¢iziniz.
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(c) Kritik esisil egrisinde (P — P.) i¢in (n — n,)’nin bir fonksiyonu olan bir ifade veriniz.
(d) T <T, igin esisil egrilerindeki kararsizliklar, n, yogunlugunda bir sivi ve n_
yogunlugunda bir gaza faz boélinmeyle onlenir. T,ye vyakin sicakliklarda bu
yogunluklar ny = n (1 £ §) bigiminde davranir. Bir Maxwell yapilanmasi kullanarak,
veya baska yoldan, 6(T) icin kesin bir denklem bulunuz, ve (T, —T) - 0 igin
davranisini belirtiniz. (ipucu: Bir esisil egrisi boyunca kimyasal potansiyelin
degdisimleri du = dP/n’e uyar.)
o koo K K ok

3. d boyutlu géreceli Bose gazi: Enerjisi € = c|p| olan, d boyutta V = L? “hacimli” bir
kutuya konmus, etkilesmeyen (spinsiz) bozonlarin bir gazini disunelim.

(a) Buyuk potansiyel G = —kgzT In Q ve yogunluk n = N /V’yi bir u kimyasal potansiyeli

icin hesaplayiniz. Sonucu d ve £} (z) cinsinden ifade ediniz. Burada z = ef* ve

1 o gmt
t(z2) = 1.
I (2) (m —1)! _/(; N

(ipucu: In Q ifadesi igin kismi integral alma yéntemini kullaniniz.)

(b) Gaz basinci P ve enerjisi E’yi hesaplayin ve E/(PV) oranini klasik degeriyle
karsilastirin.

(c) Gegisin bulundugu boyutlari beliriterek, Bose-Einstein yogusmasi igin kritik
sicaklik T.(n)’yi bulunuz,.

(d) T < T.(n) igin 1s1 sigasi C(T)’nin sicaklik bagimhhgr nedir?

(e) Boyutsuz isi sigasi C(T)/(Nkg)’yi kritik sicaklikta T = T,.’de hesaplayiniz ve klasik
(yUksek sicaklik) limitteki degeriyle karsilastiriniz.

%k 3k 3k 3k 3k >k %k k
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8.333: istatistiksel Mekanik | Guz 2005 Final Sinavi

1. Grafin karbon atomlarinin tek bir katmanda birbirine baglandidi iki boyutlu altigen
bir orgudur. Grafitin katman katman soyulmasiyla elde edilebilir. Grafinin bant
yapisinda tek parcacik uyarimlari goreceli Dirac fermiyonlari gibi davranir ve dusuk
enerjilerdeki spektrumu yaklagik olarak agsagidaki gibi verilir;

E.(F)=+hv |k

g = 2 ile bir spin yozlasmasi vardir ve v ~ 106 ms™ ‘dir. Grafinin alisiimadik tasinim
Ozellikleri Gzerine yapilan son deneyler Nature 438, 197 (2005)’de rapor edilmistir. Bu
problemde bu malzemenin is1 sigasini hesaplayacaksiniz.

(a) Eger sifir derece sicaklikta tim negatif enerji durumlari dolu ve tim pozitif ener;ji
durumlar bossa kimyasal potansiyel u(T)’yu hesaplayiniz.

(b) Bu sistemin sonlu sicakliklarda ortalama uyariima enerjisinin asagidaki denklemi
sagladigini gosteriniz;

27 i
E(T) — E(0) 44/ il 5*”“2
(27)? exp )’5+(k)) +1

(c) Yukaridaki integrali hesaplayarak uyariima enerjisi igin kapali bir cevap bulunuz.
(d) Bu tur kutlesiz Dirac pargaciklari igin 1s1 sigasi C,’yi hesaplayiniz.

(e) Fononlarin (6rgu titresimlerinin) grafinin 1s1 sigasina katkisini nitel olarak
aciklayiniz. Grafitteki ses hizinin 2 x 10* ms™ diizeyindedir. Grafinin diisiik sicaklik
Is1 sigasi fonon mu yoksa elektron katkilari tarafindan mi kontrol edilmektedir?

%k %k >k kok >k ki k
2. Kuantum Coulomb gazi: V = L3 hacimli bir kutuda N tane pozitif ve N tane negatif

yukla goreceli pargaciktan olusan bir kuantum sistemini ele alin. Hamiltonyen

asagidaki gibidir;

= Z 'pl”zv—m

<]
burada i=1,-N ise e;=+e,, ve i=N+1,---2N ise e = —e, parcaciklarin
yUklerini temsil eder; {#} ve {p;} ise ilgili koordinat ve momentlerdir. Bu, ¢6zmek igin
¢ok karmasik bir sistem olmakla beraber yine de bazi kesin sonuglar elde etmek

mumkuinddr.
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(a) Ozdegerler ¢, (L) ve 6zfonksiyonlar (konum uzayinda) ¥, ({#}) i¢in Schrédinger
denklemini yaziniz. Pargaciklarin bozon ya da fermion olmasina goére ¥, ({#}) lizerine
uygulanacak kisitlari yaziniz.

(b) 7 =7/L Olgek degisimiyle 6zdegerlerin ¢,(L) = ¢&,(1)/L Olgek degisimini
sagladigini gosteriniz.

(c) Ulesim fonksiyonu Z(N,V,T)'nin, 6zdegerler {e,(L)} cinsiden olan genel bigimini
kullanarak Z’nin T ve V’ye ayri ayri bagh olmadigini fakat farkli oranlarda 6zel bir
kombinasyonla bagl oldugunu gdsteriniz.

(d) Gazin E enerjisini ve P basincini ulesim fonksiyonunun degisimleriyle
iliskilendiriniz. E = 3PV kesin sonucunu kanitlayiniz.

(e) d boyutlu bir uzayda Coulomb etkilesmesi uzaklikla e;e;/|7; — 7|47 (d = 2'de
logaritmik bir etkilesim vardir.) Hangi d boyutunda géreceli olmayan pargaciklar i¢in E
ve P arasinda kesin bir ikigki kurabilirsiniz (kinetik enerji Y; p? /2m)? Enerji ve basing
icin karsilik gelen kesin iligki nasildir?

(f) Yukaridaki ‘kesin’ Olcekleme yasasinin neden yogun (sivi ya da kati) Colulomb
karisimlarinda gegerli olmasi beklenmez?

%k 3k skoskosk ok k k
3. Etkilesmeyen Fermiyonlar. u kimyasal potansiyelli etkilesmeyen fermiyonlardan
olusan bir buylk kanonik topluluk duaslinin. Tek pargacik durumlari k dalga
vektorlyle etiketlenmistir ve 8(?) enerjileri vardir.
(a) Tek pargacik durumlarinin doluluk sayilarinin bir kimesi {n;}'yi bulmanin birlesik
olasiligi P({ng}) nedir?
(b) (a) sikkindaki cevabinizi ortalama doluluk sayilari {{n;)_} cinsinden ifade ediniz.

(c) Bir rassal degiskenin, n =1,2,---,# olmak Uzere, p, olasiliklarina sahip ¢ tane
ayrik sonucu vardir. Bu olasilik dagiliminin entropisi nedir? Olasi en buylk entropi
degeri nedir?

(d) (b) sikkindaki fermiyon doluluk sayilari i¢in olasilik dagihiminin entropisini
hesaplayiniz ve sifir sicaklik limitinde yorumlayiniz.

(e) Toplam parcacik sayisinin varyansi ::jf_\'?:;:-n’yi hesaplayiniz ve sifir sicakliktaki

davranigi hakkinda yorum yapiniz.
(f) Bir gazin sayi dalgalanmalari sikistirilabilirligi k; ve say1 yogunlugu n = N/V ile su

sekilde iligkilidir,

Sayfa 16 www.acikders.org.tr



; E%
Istatistiksel Mekanik | udbMk Sinav

<N2>c = NnkgTkr

T = 0 sicakligindaki bir fermi gazinin sikistirilabilirligi icin A3ev-1 cinsinden tahmini
sayisal bir deger veriniz.

%k 3k 3k 3k 5k %k %k k
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8.333: istatistiksel Mekanik | Gz 2006 Final Sinavi

1. He*’lin donmasi: *He disiik sicakliklarda basing uygulanarak katidan siviya

donasturalebilir. Faz sinirinin ilging bir 6zelligi, erime basincinin T = 0 K'deki
degerinden, 20Nm~2 kadar hafifce dliserek T = 0.8 K 'de minimum deger almasidir.
Bu 6zelligi agiklamak igin *He’lin sivi ve kati fazlarinin basit bir modelini kullanacagiz.
(a) Kimyasal potansiyelleri esitleyerek ya da baska herhangi bir teknikle,
Clausius-Clapeyron denklemi (dP/dT)erime = (Sp —Ss)/(v, —vs)’ni  kanitlayiniz.
Burada (v, s,) ve (v, ss) sivi ve kati fazlardaki atom basina disen hacim ve
entropilerdir.

(b) Sivi *He’'da T < 1°K icin dénemli olan uyarimlar ¢ hizh fononlardir. Bu modlarin
sivinin pargacik bagina dusen i1si sigasi C}/N’ye katkisini hesaplayiniz.

(c) Kati “He’da diisiik sicaklikta pargacik basina isi siJasi C$/N'yi, boyuna ve enine
ses hizlari ¢, ve c; cinsinden hesaplayiniz.

(d) Yukaridaki sonuclari kullanarak, tek bir ses hizi ¢ = ¢, = ¢y, pargacik basina
yaklasik esit hacimler v, = v, = v varsayimlariyla, entropi farki (s, —s,)’yi
hesaplayiniz. Hangi faz (kati veya sivi) daha yuksek entropiye sahiptir?

(e) Kiuguk bir hacim farki v = v, — v, oldugunu varsayarak (sicakliktan bagimsiz),
erime egrisinin bigimini hesaplayiniz. Bagta belirtilen anomaliyi agiklamak i¢in hangi
fazin (kati veya sivi) yogunlugu daha yliksek olmalidir?

%k 3k 3k ok %k k ok %k

2. Sikistiriimig zincir: Bir lastik serit N tane, sabit a uzunlugunda kiitlesiz gubugun tek
zinciri olarak modellenebilir. Bu zincir dar bir boruya konuldugunda her gubuk boruya
paralel ya da anti-paralel yonelimle kisitlanmis olur.
(a) Cubuklar arasi etkilesimler ihmal edilirse, L zincirin ugtan uca uzunlugu olmak
uzere, zincirin konfigurasyon sayisi Q(L, N) nedir?
(b), Entropi sonucunu N ve x = L/(Na)’in fonksiyonu olarak ifade etmek igin Stirling
yaklasikhgini kullaniniz.

Simdi, boru duzgun bir gekilde sikistirilmistir ve gerilmis konfiglrasyonlar
enerji agisindan tercih edilmektedir. Bu problem igin, yerel gubuk yodunluguna ters
olarak bagl bu enerjinin basit bir bigimini varsayiniz; dizgince gerilmis bir durumun

enerjisi,
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(Problemin geri kalaninda, L ve N’si verili tim durumlarin enerjisi igin bu formuli
kullaniniz.)
(c) Serbest enerji F(T,L,N)’yi, ve zincirin u¢ noktalarina etkiyen kuvvet J(T, L, N)’yi
bulunuz. (Zinciri uzatmak igin yapilan is diV = .JdL)
(d) Esisil egrileri J(x,T)yi yuksek ve dusuk sicakliklarda ciziniz ve davranisin
degistigi sicaklik T.'yi belirleyiniz.
(e) Zincirin kararlihd igin kosul nedir? Yukaridaki esisil egrilerinin hangi kismi dogal
olarak dengesizdir?
(f) (c) sikkinda J icin elde edilen ifadeyi kullanarak, T T.'ye asagdidan yaklasirken
gegerli olan, kuvvet uygulanmamig (J = 0) zincir uzunlugu igin bir ifade bulunuz.

ook o K KKKk
3. Grafin cifttabakasi: Grafitin tabakalari farkli ayirma islemleriyle soyulabilir. Bu tarz

bircok islem, karbon atomlarinin tek yapraklarini, ve bunun yaninda iki yapragin
zayifca baglandigi cifttabakalari olusturur. Tek tabaka grafinin altigen érgusu, dusuk
enerjilerde, goreceli Dirac fermiyonlarina benzer sekilde EL'E(R) = £t (ak) jg
yaklasik ifade edilebilen bir bant yapisina yolagar. (Buradak = |E|, a bir orgu
uzakhgi, ve t; tipik duzlem-ici hoplama enerjisidir.) Cifttabakanin iki yapragi
arasindaki zayif bir hoplama enerjisi f | dusuk enerjili uyarimlari 6nemli bigimde
sOyle degistirir,

t2
2t

—

1iﬂa“"ar(k_) =+—(ka)?

yani kutleli Dirac fermiyonlarina benzetir. Spin yozlasmasinin yaninda, birim hcre
basina bu tip iki dal oldugundan toplam yozlasma sayisi g = 4’tur.

(a) Katkilanmamis, konum basina bir elektron iceren malzemede, sifir sicaklikta tim
negatif enerjili durumlar dolu ve tim pozitif enerjiller bostur. Kimyasal potansiyel
u(T)’yi hesaplayiniz.

(b) Sonlu sicaklikta bu sistemin ortalama uyarim enerjisinin sdyle oldugunu
gOsteriniz:

2k E(F)
21 exp (B4 () +1

E(T)—-FE(0)= 2;;_.4/

(c) Cifttabakanin uyarim enerjisi igin yukaridaki integrali hesaplayarak kapali bir

cevap bulunuz
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(d) Kutleli Dirac pargaciklari igin 1s1 sigasi C,’yi hesaplayiniz.

(e) Bir 6rnekte tek ve iki katmanlilardan esit oranda bulunmaktadir. Hangi sicakliktan
dusuk degerlerde iki katmanlinin 1si1 sigasinda baskin duruma gectigini (hoplama
enerjileri cinsinden) tahmin ediniz.

%k >k 3k ok %k k ok %k
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