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Gozden Gegirme Problemleri
Gecmig yillara ait ekteki sinavlar (ve ¢ozumleri), ders igerigini gbdzden
gegirmenize yardimci olmaya yoneliktir.
Her problemin ilk kisimlarinin son kisimlarindan daha kolay olduguna dikkat
ediniz. Bu yuzden, takildiginizda sonraki soruya gecmeyi unutmayiniz.
Asagidaki bilgileri yararl bulabilirsiniz:

Fiziksel Sabitler

Elektron kiitlesi me a2 9.1 x 10~ kg Proton kiitlesi my ~ 1.7 x 10727kg
Elektron Yiikil e~ 1.6 x 10719 Planck sab./2n h=~1.1x10"% ] 5!
Isik Hizi ¢ 3.0 x 103ms™! Stefan sabiti o577 x 1078 Wm2K~*

Boltzmann sabiti kp =~ 1.4 x 10722JK~' Avogadro sayisi Ny =~ 6.0 x 10**mol~!

Cevrim Carpanlari

latm = 1.0 x 10°Nm 2 1A =10 9 leV =1.1 x 10*K

Termodinamik

dE =TdS+dW Gazigin:: dW = —PdV Film igin1: dWW = od A
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1. Bir yariiletkende eksiton ayrismasi: Bir yariiletken Uzerine yogun bir lazer 1gini
gondermek, yiginda, elektron (—e yuklu ve m, etkin kutleli) ve bosluklarin (+e yukli
ve my, etkin katleli) yarikararh bir toplulugunu olusturabilir. Zit yukli parcaciklar (bir
hidrojen atomunda oldugu gibi) ciftlenerek bir eksiton gazi, veya ayrigip bir plazma
olusturabilir. Bu islemin ¢ok daha basitlestiriimis bir modelini inceleyecegiz.

(a) m, ve my, kitleli, etkilesmeyen klasik parcaciklar gibi ele alarak, T sicakliginda N,
tane elektron ve N, tane bosluktan olusan bir gazin serbest enerjisini hesaplayiniz.

e Aralarinda etkilesmeyen elektron ve bosluklardan olusan gazin kanonik ulegim
fonksiyonu elektron gazi ve bogluk gazinin katkilarinin ¢arpimidir;

1 VN 1 VN
= = —(—)"'e . — (—\"Vh
Ze—h ZeZh N,! (Ag) Np,! /1;21) )

burada A, =h/\2mrm kgT(ax =e,h) dir. Faktroriyellere Stirling yaklasiminin

uygulanmasiyla serbest enerjiyi agagidaki gibi buluruz;
N, 3 Ny, 3
Fe_h == _kBT ln Ze_h == NekBT ln W}.e + NthT ln Wﬂ,h .

(b) Bir eksiton olusturan elektron bosluk cifti enerjisini ¢ kadar dusurur. [Hidrojen
benzeri bir eksitonun baglanma enerjisi, ¢ dielektrik sabiti ve m™! = m;* + m;;! iken,
& =~ me*/(2h%e?)'dir.] m = m, + my, kutleli, etkilesmeyen klasik pargaciklar gibi ele
alarak, N,, tane eksitondan olusan bir gazin serbest enerjisini hesaplayiniz.

e Benzer sekilde, eksiton gazinin dlesim fonksiyonu asagidaki gibi hesaplanir;

— 1 (Y Np o =B(=Npe)
Zp = Np!(,lg) ve =
Bu da bize serbest enerjiyi verir;

N
F, = NykgT In (ﬁ/’lg) — Nye,

burada A, = h/,/2n(m, + my)kzT’dIr.
(c) Elektron, bosluk ve eksiton durumlarinin, sirasiyla, pe, un, ve u, kimyasal
potansiyellerini hesaplayiniz.

¢ Kimyasal potansiyeller serbest enerjilerden asagidaki gibi tiretilir;

_ 0Fe—h
0N |rv

He = kg1'In (ne)\g) ;
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OFefh
ON,

OF
Hp = 07\"‘})
Np

= kgT'In (nh)\ﬁ) 5
TV

Hh =

= kg1 In (np)\g) — €.
95007

buradan, = N,/V(a = e, h,p) dir.
(d) Eksitonlar ve elektron/bosluklar arasindaki denge kosulunu, kimyasal
potansiyelleri cinsinden ifade ediniz.
e Denge kosulu, eksitonun elektron ve bosluktan olugsmasindan dolayi elektron ve
bosluk gazinin kimyasal potansiyellerinin eksiton gazininkine esitlenmesiyle elde
edilir;

elektron+bosluk — eksiton.
Boylece, denge durumunda

pe (ne. T) + pn (nn, T) = ppy (0, 1),

ust alma iglemiyle asagidakine esittir;

NeAS - nply = nyAseFe
(e) Yuksek bir T sicakliginda, eksitonlarin n, yogunlugunu, uyarimlarin n = n, + ny
toplam yogunlugunun bir fonksiyonu olarak bulunuz.

e Denge sartindan dolayi

Yiksek sicaklikta, n, < n, =n;, = n/2, ve

323 n h3 me + my,_3
n, = ngny ;3h efe = (E)Z = (— My2ePbe,
P (2rkgT)z  Men
3k 3k 3k 3k %k 3k >k k

2. Manning gecisi: DNA gibi iyonik polimerler (polielektrolitler) suya batirildiginda
negatif yuklu ters iyonlar, geride pozitif yuklu bir polimer birakarak ¢ozeltiye karigir.
Geride birakilan yUklerin elektrostatik itmesi yuzinden, asagidaki sekilde goruldugu
gibi polimer a yarigaph bir silindir bigiminde uzar. Termal dalgalanmalar iyonlarin
cozelti icinde dolasmalarini desteklerken, elektrostatik cekmeler dontp polimer
Uzerinde yogusmalarini tercih eder. Eger karsi-iyonlarin sayisi N ise, gubuk Uzerinde

kalan N tane pozitif ylkle ¢ (r) = —2(Ne/L) In (r/L) potansiyeliyle etkilesir, burada r
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silindirik geometride radyal koordinattir. Eger kargi-iyonlar arasindaki Coulomb

itmesini gdzardi edersek, su klasik Hamiltonyen ile tanimlanabilirler,

N 2 .
H=S"|Pi 4 oe2nin (L)
= Z 2 *ee n]n{ﬂ,}d '

buradan = N/L’dir.
(a) Yarigcap! R olan silindirik bir kap icin, kanonik Ulesim fonksiyonu Z’yi sicaklik T,
yogunluk n, ve yarigaplar R ve a cinsinden hesaplayiniz.

e Kanonik tlegim fonksiyonu
N
a= N3N P O’; Sy + 2e“nln (L)

N R 4
.- (QT‘FLP) L.N"-_8262-n / il - r282ﬂ/k‘BT]

N3
Rz{lfegn/kBT) _ a‘z(l*eEn/kB'T) N
2(1—e€?n/ksT)

2me\
_ (27 p2Neng
nA3

(b) Bir karsi-iyonun radyal konumu ve birinci momenti (r) icin olasilik dagilhim

fonksiyonu p(r)’yi hesaplayiniz.
e Kanonik dagihimdan N adet belirsiz moment ve N-71 tane pozisyonun integralinin

alinmasiyla dagihm fonskiyonu asagidaki gibi elde edilir;

T‘e_{282n/kBT) In(r/L) - e2n _rl—262n/kBT
p(r) = ]‘R drre—(2e2n/keT)In(r/L) - ( B kBT) R2(1—e2n/ksT) _ 42(1—e?n/kpT)’
Ja i
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(Normallestirme kosulu: f: drp(r) = 1.) Boylece ortalama konum;
R T — 2e2n R_3—2ez-n/kg'1" _ 0.3—2ezn/kB'T
= f i) dr = <3kBT - 262?1) R2-2n/keT _ q2-2en/keT | -

(c) Yukarida R > a limitinde hesaplanan sonuglarin davranigi, yuksek ve dusuk

sicakliklarda cok farkhdir. Gegis sicakhdini belirleyiniz ve bu iki fazin dogasini
tanimlayiniz. Ozellikle, her iki durumda (r)’'nin R ve a bagimliigi nasildir?
e Oncelikle e?n/kzT >1 gibi disik sicaklar gdéz 6ninde buludurun. R > a

limitinde, dagilim fonksiyonu

7 e2n r1—252n/kBT
p{r) = 2 (l - kBT> a.2(l*62n/kB'TJ-'

olur ve (r) < a. Bunu gormek i¢in ya yukarida hesaplanan ortalama, (r), R > a

limitinde incelenmeli ya da dikkat edilirse
2 2 ’
p(r)dr= (1 - ﬂ) g2t n/keT g,

burada x =r/a dir ve (r)«a oldugu hemen farkedilir (eger ¢*n/kgT >1 ise

[«:x- {IF_-;-_-,‘-—'_'EE-Q n/kpT .
1

< 00 ) Diger yandan yliksek sicakliklarda (e?n/kzT < 1) dagilim

fonksiyonu asagidakine donusur

e2n rlf2ez-n/kB'T
kT RQ(I—ezn/kBT)’

p(r)=2 (1 -
ve benzer argiimanlarla (r) < R olur. Bu sekilde, T, = e*n/ky sicakliginda, karsi
iyonlarin polimere yapistigi “yogun” bir halden, karsi iyonlarin, polimerden tipik
uzaklikhgr kap olguleri tarafindan belirlenen, su iginde salindigi bir “gaz” faza gecis
vardir.
(d) Karsi-iyonlarin kabin duvarlarina uyguladigi basinci r = R’'de, R > a limitinde,
tum sicakliklar igin hesaplayiniz.

e Karsli iyonlarin kabin yarigapini R den R + dR ‘ye genigletmek igin yaptigdi is:
dW = dF = (kuwet)dR = —P (2rRL) dR,

buradan basing;
1 OF  kpT 0lnZ
2rRLOR 27RL OR

Dusuk sicakliklarda, T < T,, Ulesim fonksiyonu R > a limitinde R’den bagimsiz

oldugu igin basing sifira gider. T > T,’de yukaridaki sonu¢ su hali alir;
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kT eZn 1

P = 2N (1 - —.

2rRL ( A?BT) R
yani,
e’n

PV =NkgT | 1- .
. ( A:-BT)

(e) Karsi-iyonlar arasindaki Coulomb etkilesmesi hesaba katilirsa, (d) sikkinda
incelenen gegcisin karakteri degisir. Etkilesimli probleme yaklagik bir yontem, karsi-
iyonlarin N;’lik bir bolimundn polimer gubuk boyunca yogusmasina izin vermektir,
geri kalan N, = N — N, tanesi ise ¢ozlUcude dalgalanir. Serbest karsi-iyonlar yine

etkilesmeyen, asagidaki Hamiltonyene tabi parcaciklar gibi ele alinir

N P2 r
s i a2 T
H = ; {Qm + 2e“ng In (f)} ,

burada n, = N,/L’dir. Etkilesmeyen iyonlarin dengedeki sayisi N;’yi tahmin ediniz,ve

tahmininizi, sistemin N;’den kuglk sapmalara verdigi tepkiyi tartisarak dogrulayiniz.
(Bu yeni hesaplamalar gerektirmeyen nitel bir sorudur.)

e T.den dislk sicaklikta (yani e?n/kzT > 1) gergeklesen, ny = N, /V = kgzT/e?'den
bir sapma (n,) dugsunun. Eger n, > n; ise karsi iyonlar yogusma egiliminde olur
(e?n/kgT > 1 oldugundan) ve bu da n, ‘yi azaltir. Diger yandan, eder n, < n; ise
(e?n/kzT <1 oldugundan) karsi iyonlar “buharlasma” egiliminde olur. Her iki
durumda da, sistem yogunluk n,’yi n3 = kzT/e?'nin (denge) dederine gelmeye zorlar.
Eger sicaklik T,'den yUksekse n; = n olur ve yogusma yoktur.

%k 3k 3k ok %k ok k %k

3. d boyutlu Bose gazi: Enerji spektrumu € = p%/2m olan, d boyutta V = L? “hacimli”
bir kutuya konmus, etkilesmeyen (spinsiz) bozonlarin bir gazini distnelim.

(@) u kimyasal potansiyelinde buyuk potansiyel G = —kzTInQ ve yogunluk
n = N/V’yi hesaplayiniz. Yanitinizi d ve £} (z) cinsinden ifade ediniz, burada z = ef#

ve

m-—1

+ _ 1 © X
fm (Z) - I—-(m) fo Z—lex_l dx

(ipucu: In Q ifadesinde kismi integral alimini kullaniniz)

e Asagida;
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a0 _ Z‘ ni=N
Q= Z eV Bn Z exp (—32’”1'65)
N=0) {ni} [ .'
_HZP\NCH_HJ__Fﬂp € )

i {ni}
oldugundan, InQ =-Yy, In (1 —ef®=€)) bulunur. ¥, toplami bir d boyutlu
integralle, [ Vd%/(2m)% =[VS,/(2n)%] [ k% 'dk, degistirilirse ki burada
Sy = 2n%?/(d/2 — 1)V'dir, bize sunu verir,

V q kri ld’{! 1].1( _,:—3?'.'2&2_,.-"2”1) )
(2 )

x = pk?k?/2m(= k = \2mx /B /k ve dk = dxv2m/Bx/2k) degisken donlisimiyle

d/2
VSa 1 (Qm) / / 191 e
ng9 =-— — | — ax® drin(l —ze ™).
(2m)? 2 \ 1?3 . ( )

Son olarak kismi integral alarak,

P I d/2 . — v S, df2 . d/2
VSs 1l /[ 2m 179 ze Sa [ 2m %
1 = —— | —— Y dyg———=V—=| — ] ——,
ne (2;;)‘1 d (ﬁzﬁ) / v 1 —ze™® d \ h?3 / ‘ Tz—lel' -1

InQ =

ve
Sy [ 2m d
= — Q=-V—| — .
G=—kpTlnQ Vv g (}323) kTl (24—1) 4 lfz)
bulunur. Burada I'(x + 1) = xI'(x) 6zelligi kullanilarak asagidaki sonu¢ bulunur;
v
§=—1gksT fa

h +l
Parcaciklarin ortalama degeri asagidaki g|b| hesaplanir;

o 2m d/2 P ze ¥
1 'E I,:{.i_,.- 2—1 j? -
= a0 28V T (;;23) ,/f T 2=

d/2 N
Sq [/ 2m\" d\ .. VoL
—yv2d (Z2Y) (2 = T (z

2 (h?.&) (2) g (2)=53ly 2

:%f;(zj

(b) PV /E oranini hesaplayiniz ve klasik degeriyle karsilastiriniz.

yani,

e Biliyoruz ki PV = —@, ve

d dln @
= —_—— )— =
E 83’111 +2 3

Buradan PV /E = 2/d buluruz ki bu da klasik degeriyle aynidir.

d
-2¢.

(c) Bose-Einstein yogusmasi igin kritik sicaklik T,(n)’yi bulunuz.

Sayfa 8 www.acikders.org.tr



; ‘&a
Istatistiksel Mekanik | udbMk Sinav

e T.(n) kritik sicakhigi d > 2 i¢in asagidaki gibi verilir;

| 1

2/d
-l ()
2mkg \ ¢ 4

(d) Is1 kapasitesi C(T) 'yi T < T.(n) igin hesaplayiniz.

buradan,

e T<T.,'de, z=1ve

, oFE d 0G d [d G d/d Vv
(T)=z=| =-2+=2| =-z(z+1)2=2(z+1])<ksley,.
CO=5r| _ = "29r|_, "2 (2+ )T ( ),\cf Bbg+1

(e) Is1 kapasitesini batun sicakliklar igin giziniz.

(V] pul

(f) Is1 sigasinin maksimum degerinin klasik limitine orani, C .« /C(T — «)’yi bulunuz
ve d = 3 igin degerini bulunuz.

¢ IsiI sigasinin maksimum degeri gecis noktasinda olustugundan,

d(d v d d Sg+1
e =C (T ) == | = 1 k . 1) = 5Nk 51 %
Crllr.lx C [ L) D) (2 + ) (Cd fﬂ) ch. +1 ( ) 2 B (2 ) C%

Boylece,

d = 3 i¢in 1.283 bulunur.
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(g) Yukarida hesaplanan oran d — 2 limitinde nasil davranir? Sonuglariniz hangi
boyutlarda gecerlidir? Agiklayiniz.

e Maksimum isI sigasi yukarda gértildigi gibi d — 2 durumunda sifira gider!. Eger
m<2 ise fi(x—>1) > o oldugundan fugasite z her zaman 1’den klglktir. En
dusuk sicakliklarda dahi taban durumda hi¢bir makroskopik doluluk olmadigindan
d < 2’de Bose-Einstein yogusmasi olmaz. Dolayisiyla yukaridaki sonuglar sadece
d < 2 igin gegcerlidir.

%k 3k 3k ok %k ok k %k
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1. Elektron Manyetizmasi: Bir metaldeki iletkenlik elekronlari spini %2 (yukari ve asagi
yozlagsmasiyla), ve yogunlugu ve n=N/V olan fermiyonlarin gazi olarak
dusunulebilir.

(a) Elektronlar arasindaki etkilesimi g6z ardi ederek taban durumlarini sézle
anlatiniz. Fermi dalga sayisi kr ve taban durum enerji yogunlugu E,/V’yi yogunluk n
cinsinden hesaplayiniz.

e Taban durumda fermi denizi k:'ye kadar spin yukari ve spin asagi parcaciklarla
simetrik olarak doludur. k; yogunlukla asagidaki gibi iligkilidir;

N 1k T Vi
— =V / {_'3 =V / — ,I{"zd,f{- = — g .
2 Jk<ks (27)° o (27) 6T

ve

kg = (: ﬁz'n,)l";g .

Taban durum enerjisi agagidaki gibi hesaplanir;

R2k2 d3k ) R?  4x .

— s W)

Je<kr 2m (2m) 2m 5 (27)°

ve enerji yogunlugu da;

E, 3 273 % 5,
1_0 _ ?) (3172)233 mna's

Elektronlar ayrica Coulomb itmesi (zerinden etkilestiklerinden konum
uzayinda antisimetrik bir dalga fonksiyonunu tercih eder, ki bu da onlari ayri tutar. Bu
etkilesim fermiyonik dalga fonksiyonlarinin tam (konum ve spin) antisimetrisinden
dolay etkin bir spin-spin ¢iftlenimi olarak tarif edilebilir, ki bu da paralel spinli

durumlari onerir. Basit bir yaklagimda, etkilegsimin etkisi
NLN_

U=u«

potansiyel teriminin Hamiltonyene eklenmesiyle gosterilir. Burada N, ve N_ =N — N,
yukari ve asagi spinli elektronlarin sayilari ve V ise hacimdir. (a parametresi sagiima
uzunlugu a ile a = 4wk?a/m seklinde iligkilidir.) Ogrenmek istedigimiz sey, manyetize
olmamig gazin N, = N_ = N/2 ile hala enerjiyi minimum mu yaptigi yoksa gazin
kendiliginden manyetize mi oldugudur.

(b) Degisen Fermi dalga sayilari kg, ve kr_’yi yogunluklar n, = N,/V ve n_ = N_/V

cinsinden ifade ediniz.

Sayfa 11 www.acikders.org.tr
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e (a)'nin gozumunden sunu gikarabiliriz;

kpy = (Gfrzni) /8

(c) Simetrik durumdan kugik sapmalar i¢in, n+=n/2 + 6 ve n_ =n/2 — 6, sistemin
kinetik enerjisindeki degisimi § ‘nin ikinci derecesine kadar hesaplayiniz.
e (a) sikkindaki enerji hesaplarini simdi spin yukari ve spin asagi gazlari igin tekrar

ederek;

Ekin 1 ﬁ.z 5 5 3 2v2/3 ﬁ'Z 5/3 5/3
in_ (kR +kE) =2 (672)Y° — ( 3/ _)
V 1072 2m (Kps +Kp-) 5 () ) om '+ T

bulunur. n+=n/2 + 6§ kullanilarak ve yukaridaki sonucu § ‘nin ikinci derecesine

kadar acarak;

Exin _ Eo 4, 52300713 i
T_?—i_ﬁ(gnj 2m O——O(O).

(d) Spin-spin etkilesim onunIuQunU § cinsinden ifade ediniz. Oyle bir kritik a, degeri

bulunuz ki @ > «a, i¢in elektron gazi toplam enerjisini kendiliginden bir manyetizasyon
gelistirerek dusurebilsin. (Bu Stoner kararsizligi olarak bilinir.)
e Etkilesim enerji yogunlugu;
U AL n N n? 5
7 = ansn- = Q (E + 5) (E - r)) =a - ad”.
Toplam enerji yogunlugu ise;

E Ey+an?/4 4 5\2/3 h2n—1/3 5 i
5= Al S I o] 0 ().

6 cinsinden ikinci derece terim eksi oldugunda, elektron gazinin enerjisi sonlu § igin

daha dugUktar, yani gaz kendiliginden bir manyetizasyon kazanir. Bunun igin;
2/3 h2n~—1/3
2m

(e) a ‘nin kendiliginden olusan manyetizasyonunun davranigini nitel olarak anlatin ve

4 .
o>, = 3 (_3?1’2]

cizerek belirtin.
e a > a,i¢ind ‘nin ideal degeri, enerji yogunlugunun §’nin dorduncu terimine kadar
aciimasiyla elde edilir. Dorduncli terimin katsayisi pozitiftir ve minimum eneriji,

52 « (a — a,) bigiminde bir deger icin elde edilir. Manyetizasyon § ile orantilidir ve

a.'ye gore ,/a — a, seklinde degisir.
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A M o

e a
ook o K KKKk
2. Bozon manyetizmasi: Spini 1 ve birbiriyle etkilesmeyen bozonlardan olusan bir
gazin Hamiltonyeni asagidaki gibidir;

.3"2

Hi(p,s.) = L _ HoS. B
’ 2m

burada u, = eh/mc ‘dir ve s, u¢ muhtemel deger alabilir (-1, 0, +1). (Yorungesel
B > B — eA etkisi ihmal edilmistir).
(a) u kimyasal potansiyelli bir bluylk kanonik toplulukta, dalga sayisi k = p/h olan tek

parcacik durumlarinin ortalama doluluk sayilari {(n+(E)), (no(ﬁ)), (n_(E))} nedir?
¢ Kimyasal potansiyeli ¢ olan bir grand kanonik toplulukta tek pargcacik durumlarinin

doluluk sayisi Bose-Einstein dagilimiyla verilir;

P ‘ s=—1.0.1)
ns(F) SHE =] _ | |

B 1
exp {i (h_;i‘f — ,{:.;,HB) — -i;:} —1

(b) Bozonlarin s, de@erinin U¢ muhtemel durumu igin ortalama toplam sayilari

{N,, Ny, N_Yi f; (z) fonksiyonlari cinsinden hesaplayiniz.

e Spini s olan pargaciklarin toplam sayisi;

~ Vo |
No=on®. = No=o [ & - .
% (2m)3 exp {3 (ﬂ;:;z — ;.msB) — 3;;} -1

~

k = x'/2./2mkzT/h degisken déniisimuyle;

N 4 + IunsB
;\5_? ,3_2(” Ho )
burada
o> it —1
r_rt(zj = = / L A= ; y = E,:Cig..'._
I(m) Jo z7'e* -1 V2mmkgT
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(c) Manyetizasyon ifadesini, M(T,u) = uo(N, — N_), yazin, ve kagluk B degerleri igin
sonucu agarak sifir alan alinganhgini, y(T,u) = dM/9dB|z-, , bulun.
e Manyetizasyon;
M(T,p) = po (N — N-)
V Bpn —Bpns
— JUOF {f’:ﬁg (263'} _B) _ f‘:;';z (ZF; 3 B)} .
Sonucu kuglk B degerleri igin agarsak;

o . Y
f&f? (ze_jx..nﬁ) x f;—z [\Z[l + _3;.{03]) o f,?—z(z) + z- ‘3;1083_2}0;2[‘3).

zdf,} (z)/dz = f,}_,(2), kullanilarak asagidakiler elde edilir;

M = po2 (2 + _ 2V + (s
M= ;mﬁ(_ﬁ;mB) : fl;':?(z) =TT 3 B 'fl;'z(\‘)-'
ve
oM 2uz V.o
X = = g ) fll,»"z(z)'

0B |pog kBTN

n = N/V toplam yogunluk olmak Uzere, y(T,n)’in davranisini bulmak igin,
soOyle devam ediniz:
(d) B =0 oldugunda, n’de ikinci dereceye kadar dogru, yuksek sicaklik agilimini
z(B,n) = eP* icin bulun. Bu sekilde x(T,n)ye yiiksek sicakliklarda kuantum
istatistiginden ilk duzeltmeyi elde ediniz.
e Yiiksek sicaklik limitinde, z kiiglktlr. f,;} (2) icin Taylor agilimini kullanarak toplam
yogunlugu n(B = 0) yazarsak;

~ N++No+N-
v

3 .
= F f;—az [\3)

B=0

3 22 23
~ N (2 TmEr T 33/2 T )

Yukaridaki denklemi ters gevirerek;

B n\3 1 nA\3 2
z = 3 - 5372 3 +

Alinganlik asagidaki gibi hesaplanir;

i) 2 'L.'.'
_ =M + (s
X= kT A3 fll,.-'z(\‘-)r
0 2 J. 2
inr . “HD z
N = S _— ...
X ;‘TBT _.”)\3 (z + 21;2 + )

2412 1 1 A3
= - - 2
N SRBT |:l + ( 923/2 21;’2) ( 3 ) + @] (H, ):| .
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(e) Bose-Einstein yogusmasinin sicakhigini, T.(n,B = 0), bulunuz. Ylksek sicaklik
tarafindan T.(n)’ye yaklastigimizda y(T,n)’ye ne olur?
e Bose-Einstein yogusmasi z = 1 iken,
3 .
n =13 f32(1).

yogunlugunda ya da

h? n \*?
T.(n) = '
(1) 2mmkp (3 Ca/2 ) |

sicakliginda olur. Burada {3, = f37,(1) = 2.61 ‘dir. lim,_; f;, (z) = o oldugundan
alinganlik (T, n), T,(n)’ye yuksek sicaklik tarafindan yaklastigimizda iraksar.

(f) B ‘nin kuguk sonlu bir degerinde T < T,(n) i¢in kimyasal potansiyel u nedir? Hangi
tek parcacik durumu makroskopik doluluk sayisina sahiptir?

e T <T, igin kimyasal potansiyel: ny(k, B) = [z~1eF&®B) — 1]-1 bitin k ve s, igin
pozitif oldugundan, y'nun degeri minimum muhtemel enerjiyle yukaridan
sinirlanmigtir, yani;

T <T. veB sonluolarak, zef*B =1, = pu=—u,B.

Bu yuzden makroskopik olarak doldurulmus tek parcacik durumu igin k= 0, ve
s, = +1 olur.

(9) (f) ‘deki sonuglari kullanarak kendiliginden olugan manyetizasyonu bulun,

M(T.n)= ngimo M(T,n,B).

e Kendiliginden olugsan manyetizasyon: Uyarilmis durumlarin manyetizasyona
katkisi B — 0 limitinde sifira gider. Bu ylzden T < T, i¢cin toplam manyetizasyon

(k =0, s, = +1) durumunun makroskopik dolulugundandir ve

M(T.n)=poVny(k=0)

N . 3V
= Ho V (_"”- - "r'j-r:;i:citr:ci) = Ho (:\‘ - FCS;’Q)'

%k 3k 3k 3k 3k 3k %k k

3. Virial teoremi N (klasik ya da kuantum) pargaciktan olusan bir sistem igin faz
uzayinin oOlgek degisimi gibi kanonik donusumler altinda degismez kalmasinin bir
sonucudur. Sorunun devaminda genellestiriimis koordinatlari ve momentumlari ve
(i=1,...,N) olan N pargacadin Hamiltonyenini H ({p;}, {g;}) olarak disinlniz.

(a) Klasik model: Klasik ulesim fonksiyonunun, Z = Z[H], ifadesini yaziniz ve

d1 = 141, P1 — P1/A degisimi gibi bir ¢ift eslenik degiskenin yeniden dlgeklendiriimesi
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altinda degismez oldugunu gdsteriniz. Ornegin Z[H;] A’dan bagimsizdir, ki burada
H, yukaridaki Olgeklendirmeden sonra elde edilen Hamiltonyendir.
¢ Klasik Ulesim fonksiyonu faz uzayi Uzerinde uygun integraller alinarak elde edilir;
1 ' i
= NN / (Hd‘?pidgqi) € ‘BH.
Yeniden Olgeklendirilmis Hamiltonyen, Hx =H (Pi/ A {Piz1} . AG1, {Gi1}), yeniden

lceklendirilmis tlegim fonskiyonunu verir;
o 1 : »
A _H)\_ = W / (H {)(310_{(}?3%) e 37‘{;\?

buda ¢, = A1, py. ' = p1/ A degigken donlgUmleriyle agagidaki denkleme indirgenir;
1

NN [(Agffgfja) ()\_Sd‘?qi) (H fjgpz-dgqi) M — 7
IN Y )

i

Z[H,] =

(b) Kuantum mekaniksel model: Kuantum Ulesim fonksiyonunu veren ifadeyi yaziniz.
d, = Aqy, Py = py/A donustimleri altinda bu Ulesim fonksiyonunun da degismez
oldugunu gdsteriniz. Burada p; ve G; artik kuantum mekaniksel operatérlerdir. (ipucu:
zamandan bagimsiz Schrodinger denklemiyle baglayin.)

e Enerji bazini kullanarak

7 — tr (6—3?-{) _ Z ¢=BEn

E, 6zdegerleri agagidaki Schrodinger denkleminden elde edilir;

H({pi} AG}) [vn) = En[thn)
burada |¢,) Ozdurumlardir. Yeniden Olgeklendirme donusumunden sonra

H (71 /A APz } - AL { G- l)“> Etr‘“ l)n>.
Koordinat gdsteriminde momentum operatoru p; = —ihd/dg; dir ve bu yiizden

Hamiltonyen;

Y, ({G:) = v{Aq)), E,(l’l) = E, 0zdegerli yeniden Olgeklendiriimis denklemin
cozimudir. Ozenerjiler ddoniisiim altinda degismez oldugundan, ilgili Gstlerin toplami
olan ulesim fonksiyonu da degismeden kalir.

(c) Asagidaki bigimde bir Hamiltonyen varsayalim

H = Zpl——l—l {a@}) -

Z[H;]'nin A’dan bagimsiz oldugu sonucunu kullanarak virial iligkisini kanitlayiniz,
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burada parantezler termal ortalamalari gosterir. (Cevabinizi, muhtemel bir kuantum

istatistiksel Mekanik | Sinav

mekaniksel gikarim da benzer oldugu i¢in klasik olarak formule edebilirsiniz.)

e Serbest enerjinin ’ya goére 4 = 1’de tlrevini alarak

OH, | 7y 2 AV
:—i< : A >:_3<—pl——|—(—_’ffl>.
A=1 ON g m A

J,_(Fl 2 . (91— -
m /  \Oq “y

(d) Yukaridaki iliski bazen uzak galaksilerin katlelerini tahmin etmek igin kullanilir.

0= dln Z,
)Y

buradan da,

G-8.333 galaksisinin dig sinirindaki yildizlarin v = 200 km/s hizla hareket ettigi
Olctimustir. G-8.333 ‘Un kutlesinin boyutuna oranini sayisal olarak tahmin ediniz.

e Virial iligkisi kUtlegcekimsel sistemlere uygulandiginda

, . GMm
! ay "‘-2\, — )
(v < I >

Galaksideki yildizlarin kinetik ve potansiyel enerijilerinin bir ¢esit dengeye ulastigini

dusunursek asagidaki sonucu elde ederiz;

M v? ,
— ~ — ~ 6 x 10*%kg/m.
R G

kK o ok kK ok ok
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8.333: istatistiksel Mekanik | Giiz 2000 Final Sinavi

1. He’in donmasr: Disik sicakliklarda basing uygulanarak He® sividan katiya
cevrilebilir. Bunun faz sinirinin tuhaf bir 6zelligi ise (dP/dT)erime NiN 0.3K'den dusuk
sicakliklarda negatif olmasidir. [(dP/dT)erime ® —30atm®K ™1, T ~ 0.1°K]. Bu 0ozelligi
aciklamak igin He¥(in kati ve sivi fazlari igin basit bir model kullanacagiz.

(a) Kati halde, He® atomlari bir kristal érgii olustururlar. Her atom 1/2 niikleer spinine
sahiptir. Spinler arasindaki etkilesimi goz ardi edersek, spin serbestlik derecesinden
dolayi olusan pargacik basina entropi s; nedir?

e Kati He>lin entropisi niikleer spin yozlasmasindan dolayi olusur ve;

Ss _ ‘I‘”B ln(QNJ

T N :JI{’B In 2.

Ss =

(b) Sivi He*, atom basina 46 4% hacimle ideal Fermi gazi olarak modellenir. Kelvin
cinsinden Fermi sicakhgi T nedir?

e Sivi He®igin, Fermi sicakligi yogunluktan asagidaki gibi elde edilebilir;

£ h? 3N 2/3
== o ()

- kg 2mkp \ 87V
N (6.7 x 107312 3 P 92K
T2 (68x10 2)(1.38x 10 ) \8rx46x 10 3 ) T

(c) Sivi He>iin 1s1 sigasi disiik sicakliklarda nasil davranir? C,'yi N, T, kg, Tr
cinsinden sayisal bir sabite kadar T « Tr durumunda gecerli olacak sekilde ifade
edin.

¢ [si sigasi Fermi ylzeyindeki uyariimis durumlardan gelir ve;

2 2 AT 2
T T 3N T T
kgT D(er) = —k%T = Nk .
6 B ( F) 6 B 2'1‘/-'BTF 4 B TF

Cv =kp

(d) (c) sikkindaki sonucu kullanarak dusuk sicakliktaki sivi igin pargacik basina dusen
entropi s,’yi hesaplayin. T « T i¢in hangi faz (kati ya da sivi) daha fazla entropiye
sahiptir?

e Entropi I1s1 sigasindan agagidaki gibi elde edilir;

o TdS _ 1 [T Cydl 72 ; T
;= . Sp = — = —K .
VT AT TN, T 15Ty

T — 0 giderken, s, » 0’a gider fakat s; sonlu kalir. Katinin sividan daha fazla
entropiye sahip olmasi alisiimadik bir durumdur! (Sonlu entropinin nedeni nukleer

spinlerin bagimsiz olarak ele alinmasidir. Aslinda spinler arasinda zayif bir baglasim
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vardir ki bu da sonlu entropiyi ortadan kaldirarak ¢ok daha dusik sicakliklarda
manyetik dizenlemeye sebep olur.)

(e) Kimyasal potansiyelleri esitleyerek ya da bagka bir teknikle Clausius-Clapeyron
denklemini kanitlayin: (dP/dT)erime = (Sp — Ss)/(vy — v5), burada v, ve v, sirasiyla
sivi ve kati fazlarda pargacik basina disen hacimlerdir.

e Faz sinirinda kimyasal potansiyeller esitlenerek Clausius-Clapeyron denklemi elde

edilebilir;
pe(T,P) = pus(T,P),  ve ju(T+ AT, P+ AP)= us(T + AT, P+ AP).

ikinci denklemi acarak ve termodinamik tanimlari kullanarak;
o B op L
(57), =5 = (), ="

Sp—Ss

olur bu da

oP
(5) erime —

Vp—Vs

(f) Atom basina v, — v, = 34% oldugu deneysel olarak bulunmustur. Bu bilgiyi ve
onceki siklarda elde edilen sonuglari kullanarak T < T i¢in (dP/dT)erime Y1 Yaklasik
olarak bulunuz.

e Katinin sividan daha fazla entropiye sahip olmasi faz sinirindaki negatif egime
neden olur ve bu da Clausius-Clapeyron denkleminden hesaplanabilir.

n? T
Sp—Ss T(ﬁ)_ In 2

sz

aP
(O_T) erime — Vp—vs Vp—vs

T =0.1°K, Tr = 9.2J°K, ve vy — vy = 3 degerlerini kullanarak;
oP
(=) erime = —27 X 106 Pa°K~1,
T
bulunur ki bu da gozlemlerle mantikli bir uyum igindedir.

%k 3k 3k ok 5k k ok %k

2. Etkilesmeyen bozonlar. Kimyasal potansiyeli u olan etkilesmeyen bozonlarin bir
biyilk kanonik toplulugunu distnln. Tek pargacik durumlari, bir g dalga vektori ile
etiketlenmistir ve £(q) enerijileri vardir.

(@) Tek pargacik durumlarinin bir {nz} doluluk sayilari kimesini bulmanin birlesik

olasihdi P({n;}), fugasiteler z; = exp [B(u — £(4))] cinsinden nedir?
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e Kimyasal potansiyeli u olan biyik kanonik toplulukta £(g) enerjili tek pargacik

durumlari igin doluluk sayilarinin bir seti {nz}'yi bulmanin birlesik olasilig

normallestiriimis Bose dagilimiyla verilir;
P({ng}) = H {1~ exp [B(1 — £(@)]} exp [B(1 — E(@))ng]

= H(l — 27)2;", burada ng=0,1,2,---,  herbir ¢.

(b) Belli bir g igin, karakteristik fonksiyon (exp [iknz])'u hesaplayiniz.

o (zae“‘)”ﬁ biciminde blyuyen terimleri olan geometrik serinin toplanmasiyla;
L—exp (B —E@)]  1-z

L—exp3(p—E(Q) +ik] 1 —zge*

(c) (b) sikkinin sonucunu kullanarak veya baska turld, doluluk sayisi nz’'nun ortalama

(exp [ikng]) =

deger ve varyansinin ifadelerini veriniz.

o Kumulantlar, karakteristik fonksiyonun logaritmasinin k’nin kuvvetleri cinsinden

aciimasiyla turetilebilir. In (1 + x) agihim formuluyle
In{exp [thng]) =In (1 — 25) zr(L+ik— K22+ -]

- B2 oz
:—ln[l—rk i + = i +}
—Z7 21—2(}*

Zq k2 27 Za 2
:?:k_ q o q _+_(_ q )
1—=z4 2 [l—zq 1—=zq

_ ed B x4 .

2 (1-2g)

1—=z4
elde edilir. Acilimdaki katsayilardan ortalama ve varyans degerlerini alabiliriz;

2z : Zz
(ng) = —%—,  burada nz) =—~= .
q 1 — zq < Q‘>c (J_ _ 25)2

(d) (c) sikkindaki varyansi ortalama doluluk sayisi (nz) cinsinden ifade ediniz.

e nzyu zz'ya baglayan bagintiyi tersine gevirirsek;

(ng)

Varyansi veren ifadede bunu yerine koydugumuzda;

‘ g ]
(n2y, = —"L— = (ng) (1+ (ng)).
(1 - zg)
(e) (a) sikkindaki yanitinizi {{nz)}. doluluk sayilari cinsinden ifade ediniz.
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e z; ve ng arasindaki iligki kullanilarak birlesik olasilik asagidaki gibi tekrar

duzenlenebilir;

P({ng}) = [T |(ah)™ (1 + (ng)) ' ™7|.
7
(f) Bozonlarin olasilik dagiminin entropisini {{(nz)} cinsinden hesaplayiniz ve sifir

sicaklik limiti Gzerine yorum yapiniz.
e Oldukca genel olarak bir P olasilik dagiliminin entropisi S = —kg(In P) olarak
verilir. Farkll tek parcacik durumlarinin doluluk sayilari bagimsiz oldugundan, ilgili

entropiler toplanabilirdir;
S=—kpY_ [(ng) In {ng) = (1 + ng)) n (1 + (ng))]
7

Sifir sicaklik limitinde batin doluluk sayilari ya 0 (uyarimis durumlar) ya da
sonsuzdur (taban durumlar). Her iki durumda da entropiye katki sifirdir ve dolayisiyla
T = 0’da, sistem sifir entropiye sahiptir.

%k 3k 3k ok %k k ok %k

3. Sert cubukiar: iki boyutta, N tane asimetrik molekiil toplulugu, herbirinin uzunlugu
2l olan ve bir duzlemde uzanan gubuklardan olugan bir gaz gibi modellenebilir.
Bagka bir gubukla karsilasmadikga, bir gubuk kitle merkezinin 6telenmesiyle ve
ekseni etrafinda donusuyle hareket edebilir. Sert gekirdek etkilesmesini tam olarak
uygulamadan, c¢ubuklarin doénel hareketinin bir 6 agcisiyla kisitlandigini (diger
cubuklar tarafindan) varsayarak yaklasik olarak bu etkilesmeyi hesaba katabiliriz. Bu
kisitlama bir diglanan hacim Q(8) getirir (her bir gubuk i¢in). Daha sonra 6’nin degeri,
V toplam ulasilabilir alan olmak Uzere, belli bir n = N/V yogunlugunda entropiyi

maksimize ederek 6ztutarli olarak hesaplanir.

dislanmig
hacim
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(a) Boyle bir gubuklar toplulugunun entropisini, N, n, Q, ve tek bir gubugun doénel
serbestligiyle ilgili faz uzayr hacmi A(8) cinsinden yaziniz. (Momentumdan gelen
katkilari tamamen g6z ardi edebilir ve baylk N limitini alabilirsiniz.)

e Oteleme ve ddnme entropilerinin birlikte hesaba katiimasiyla

| N
S = kgln li (v - L(g)) A0) Q(0)

~ Nkp [ln (n—l — —) +1+ lnA(H)] .

N 2 2

(b) &’nin fonksiyonu olarak entropinin u¢ degerlerini bulup, yogunlugu, Q, A ve onlarin
tirevleri olan Q', A’ ile iligkilendiriniz; sonucunuzu n = f(Q,4,Q,A) biciminde ifade
ediniz.
e Uc deger sarti 05/06 = 0'nin esdegeri;
fl A
n1-0 A’
dir, burada Usler 8’ya gore turevi gosterir. Yogunluk igin ¢ozuldigunde;

A
QA4+ YA
(c) Diglanmis hacim Q’y1 6 cinsinden ifade ediniz ve A « @ varsayarak 6 € [0, ]'nin
bir fonksiyonu olarak f’yi giziniz.
e Temel geometriden

Q = 1% (0 +sind),
bunun sonucunde denge sarti;

n=f(H)= ]32 [0(24 cos ) +sinf]

asagida cizilen f(8)’yi igerir:

4\ n0)

n

n
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(d) Yuksek yogunluklardaki denge durumunu tanimlayiniz. Yogunluk azalirken bir faz
gecisi tanimlayabilir misiniz? Ciziminizde ilgili n. kritik yogunlugunu gosteriniz. Faz
gecisindeki kritik a¢i 6. nedir? 6.'yi agikca hesaplamaniz gerekmemektedir, ancak
onu tanimlayan (kapali) bir baginti veriniz. 8, n < n.’de hangi degeri alir?

e Ylksek yogunluklarda, 8 « 1’dir ve denge kosulu suna indirgenir

N ~ #

0 acisi “siki dizilim”in izin verdigi kadar genigtir. 8’nin denge degeri yogunlugun
azalmasiyla beraber n.’deki optimum degeri 6, olana kadar artar, ve 6(n < n,) = 6..

Gegis f(8)’nin minimum degerinde gerceklesir, dolayisiyla 6, sunu saglar;

d :
7] [0 (2 + cosf) +sind] = 0,

yani;

2 (1 + cos ) = O, sin f,.
Aslinda, yukaridaki arguman, entropideki bir yerel maksimumun kararliigini
(yogunluk degisimine gore) takip eder, ve bu maksimum noktasi 6.'de kararsizlasir.
6 = m’de entropinin baska bir maksimumu mevcuttur ki bu serbest dénen cubuklara
karsilik gelir; bu durum 6.'nin az altinda bir yogunlukta daha avantajli bir hale gelir
(yani genel denge durumu olur).

%k %k 3k 3k %k >k %k %k
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8.333: istatistiksel Mekanik | Giiz 2003 Final Sinavi

1. Helyum 4: “He disik sicakliklarda, basing uygulayarak sividan katiya
donusturdlebilir. Faz siirnin ilging bir 06zelligi, erime basincinin T = OK'dekKi
degerinden, 20Nm~2 kadar hafifgce diserek T = 0.8K’de minimum deger almasidir.
Bu 6zelligi aciklamak icin “He’lin sivi ve kati fazlarinin basit bir modelini kullanacagiz.
(a) Kimyasal potansiyeller esitlenerek ya da herhangi bir teknikle, Clausius-Clapeyron
denklemini, (dP/dT)erime= (5S¢ — Ss5)/(vp — vs), kanitlayiniz. Burada (v,,s,) ve (vs, S)
siraslyla sivi ve kati fazlardaki atom bagina disen hacim ve entropilerdir.

e Clausius-Clapeyron denklemi faz sinirinda kimyasal potansiyellerin esitlenmesiyle
elde edilebilir;

pe(T,P)=ps(T,P), ve (T +AT,P+AP)=pT+ AT, P+ AP).

ikinci denklemi acarak ve termodinamik tanimlari kullanarak

o = S, and Ou = -V,
T ) p oP ),

sonugta sunu elde ederiz,
((71’) _ Sp— 8
T Jorime + Ve— Us

(b) Sivi *He’da T < 1K icin énemli olan uyarimlar ¢ hizindaki fononlardir. Bu modlarin

sivinin pargacik basina disen Isi sigasi C¢/N’ye katkisini hesaplayiniz.

e Sivi *He’da T < 1K igin &nemli olan uyarimlar ¢ hizindaki fononlardir. llgili dagilim
iligkisi e(k) = hck’drr. k modundaki fononlarin ortalama sayisl
(n(E)) = [ exp (Bkck) — 1]~ kullanilarak, net uyarilma enerijisi elde edilir,

fick
_E —
fonon ; exp(;?hck) -1

_v / A7 k2dk fick
0 (27)% exp(Bhick) — 1

(x = Bkck degisken donustimiuyle)
V. (kgT\'6 [~ 2 w2 (kpT\"
= P?JC( e ) ? /ﬂI dx oz — 1 = ml fic ( e N

burada sunu kullandik,
1 o I:ﬁ Tr‘l
4= = lx = —.
Q 3!/0 er —17 00
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ilgili 1s1 sigasi asagidaki sekilde elde edilir;

dE 272 EsT\?>
Cv=07 =35 ke (—m) =

bdylece, sividaki pargacik bagina disen isi sigasi;

cy _2m®,  (ksT’
N 15 Bt hic '

(c) Kati “He’da diisiik sicaklikta pargacik basina isi sigasi C$/N'yi, boyuna ve enine
ses hizlari ¢; ve c; cinsinden hesaplayiniz.

e Katinin temel uyarimlari da fononlardir ama bu sefer c; hizinda iki enine mod ve
c¢;, hizinda bir boylamsal mod vardir. Bu modlarin katkisi toplanir ve herbiri yukardaki

gibi hesaplanan sivi sonucuna benzer katki yapar, bu da kati i1sI sigasini asagidaki

cy  2m? kpT\® 2 1
_ = _An ) — - - .
N 15 B ( h . . i cr

(d) Yukaridaki sonuglari kullanarak, tek bir ses hizi ¢ = ¢, = ¢y, pargacik basina

gibi verir;

yaklagik esit hacimler v, = v, = v varsayimlariyla, entropi farki (s, —s)’yi
hesaplayiniz. Hangi faz (kati veya sivi) daha yuksek entropiye sahiptir?

e Entropiler i1sI sigalarindan agsagidaki gibi hesaplanabilir

T bty g 2 ; 3
C-(TdT 2T kgT
se(T) Zfo * (T’) =5 kpug ( . ) :

T s ([ ! 2 3 B
(T dT! 27 kT 2 1
SG(T) = f O"‘ ( )( = JI'/-.B'US 5 X - + - |-
0 1 45 h Cp CL

Yaklasik esit ses hizlari ¢ = ¢, ~ ¢y ~ 300ms~! ve 6zgiil hacimler v, = v ~ v = 46A3

varsayarak, entropi farkini asagidaki gibi buluruz;

dn?, kpT\?
S§p — 54 A= — b gv :
¢ ’ 45 B hc

Kati faz sivi fazdan daha fazla entropiye sahiptir ¢cinkd kati modda iki tane daha

fazla fonon uyarilma bandi mevcuttur.

(e) Kaguk bir hacim farki év = v, — vg oldugunu varsayarak (sicakliktan bagimsiz),
erime egrisinin bigimini hesaplayiniz. Bagta belirtilen anomaliyi agiklamak i¢in hangi
fazin (katli veya sivi) yogunlugu daha yuksek olmalidir?

e Clausius-Clapeyron denklemini kullanarak ve yukaridaki entropi farki hesabindan
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aP 84— 8s 472 i v [ kgT 3
OT Jorime  Ve—vs 45 B0\ The '

Yukaridaki denklemin integralinin alinmasiyla erime egrisi agsagidaki gibi bulunur;

2

Py (T)=P(0) - Zkp— (kBT)BT

45 T ov \ he
Basingtaki dusmeyi agiklamak icin év = v, — v, > 0 olmasi gerekir, yani kati hal
beklendigi gibi daha yuksek yogunluga sahiptir.
ook o K K KoKk

2. Surfaktan yogusmasi: N tane surfaktan molekull, bir A alani iginde su ylzeyine

eklenir. ilgili Hamiltonyen séyledir,

=y L

i=1

2

=l
I\_;I —_

IR

burada # ve p;, pargacik i'nin konum ve momentumunu belirten iki boyutlu

|\.a|

vektorlerdir.

(@) Z(N,T, A) llesim fonksiyonunun ifadesini 7; ve p; Uzerinden integrallerle yaziniz
ve momentumlar Uzerinden olan integralleri aliniz.

e Boltzmann agirhginin faz uzay! Uzerinden integrali alinarak Ulesim fonksiyonu

asagidaki gibi hesaplanir;
N ;
[T, d*5id*G AP ANy -
(N. T, A) / iUZ\ exp _"JZ%_’JZV(%_%)

burada g = 1/(kgT) dir. Moment Uzerinden integraller basit Gauss integralleridir ve;

Z(N. T, A) :\LA—/Hdquexp {—32]/ ql—qj},

<]

burada da A = h/,/2rmk;T termal dalga boyunu temsil etmektedir.

Parcaciklar arasi potansiyel V(7), || <a igin sonsuz, ve |F|>a igin
J.” 2mrdrV(r) = —u, olmak iizere gekicidir.
(b) N tane pargacik sisteminin konumsal faz uzayinda mevcut, toplam dislanmamis
alani tahmin ediniz
e Dislanmis alani olan pargaciklarin ortak faz uzayini tahmin etmek igin sisteme
birer birer ekleyelim. ilki bitiin A alanini isgal edebilirken ikinci sadece A — Q alanini

kullanabilir, ki burada Q = ma?'dir. Ug parcacik etkilerini ihmal ederek (yani seyreltik
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limitte), GgUncl parcaciga dusebilecek alan (A4 —2Q) olur ve ninci pargacik igin
benzer sekilde (A —nQ) alani olur. Bu seyreltik limitte toplam diglanmis hacim
soyledir;

AA-—Q)(A—-2Q)- - (A— (N -1)Q) ~ (A - NQ/2)"
yukaridaki son yaklasiklik m ve (N — m) terimlerinin eslestiriimesi ve gcarpimlarina Q2
mertebesindeki katkilarin ihmaliyle elde edilmistir.
(c) Tekdiize yogunluk yaklagimi n = N/A gergevesinde, sistemin toplam potansiyel
enerjisini tahmin ediniz. Bu potansiyel enerjiyi, onceki sikta izin verilen tim
konfigurasyonlar igin kullanarak Z igin yaklasik bir ifade yaziniz.
e Tekdiize yogunluk,n = N/A, varsayimiyla, ortalama bir ¢ekici potansiyel U

asagidaki gibi tahmin edilebilir
]_ 2‘, 2‘, — — \ — —
Zvattr (1’3 2 d rld ?"2?’?.(?“1)?’?.(?“2)]/21111«_( 1 — 2)

, 5 N?
z;ﬁi/d Fvattr.("'?) = _ﬂ e
Onceki sonuglari biraraya getirerek;
1 1 ) BugN?2
Z(N,T, A) = <7 yaw (A = N2/2)" exp[ oA ] :

(d) Suyun surfaktansiz yuzey gerilimi o,’dur, ve vyaklasik olarak sicakliktan
bagimsizdir. Surfaktanlarin varliginda yuzey gerilimi o(n, T)’yi hesaplayiniz.

e YUlzey alanini degistirerek yapilan is dW = agdA oldugundan dF = —TdS + odA +
udN olur. Burada F = —kgTInZ serbest enerjidir. Surfaktanlarin filmin yuzey

gerilimine katkisi

dln 7
0A

NkgT  wuogN?
.T,;j\lr 14. - j\!“rQ/2 2.14.2 ’

O = —

ki bu da van der Waals denkleminin iki boyutlu benzeridir. Sirfaktanlarin

yoklugundaki (sabit) katkiyi ekleyerek

NEkgT n () N?
'T,.‘?\'T .14. - J‘I\"TQ/Q 2.4:4.2 '

dlnZz

U(?’?T) =0dayp — W

(e) Belli bir T, sicakliginin altinda o ifadesinin acik¢a yanlis oldugunu gosterin. Sizce
dusuk sicakliklarda ne olmaktadir?
e Termodinamik kararllik §a6A = 0 olmasini gerektirir, yani her sicaklikta ¢ A’'nin

monotonik olarak artan bir fonksiyonu olmalidir. g, denkleminin ilk teriminin baskin
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oldugu ylksek sicakliklarda durum budur, fakat bu duslk sicakliklarda cekici
etkilesimlerden gelen terimin dnemli olmaya baslamasiyla bozulur. Kritik sicaklik her

zamanki gibi do,/0A = 0%a,/0A? = 0 kosullariyla elde edilir;

dog _ NkgT '21()1\r2 1
0A |, (A-NQ/2)? A3 '
%o, | OINkgT JugN? 3
0A2 |, (A — NQ/2)3 Al '

iki denklemin tutarli ¢dziimleri A, = 3NQ/2 ve

811(]
T, = .
27Tk}

sicakhgini verir. Van der Waals gazinda oldugu gibi T, ‘den dusuk sicakliklarda
surfaktanlar bir yiksek yogunluklu (sivi) ve bir dusuk yogunluklu (gaz) faza ayrisirlar.
(f) C4 1s1 sigasini hesaplayiniz ve agikga hesaplamadan slrfaktanlardan kaynakl C,
icin bir ifade yaziniz.

o Surfaktanlarin filmin enerjisine katkisi agagidaki gibi verilir;

[a 7 P U i.'\‘;'Q
_()an — 9N x LBT _ un

E, = .
‘ 03 ) 24

Birinci terim surfaktanlarin kinetik enerjisinden ve ikinci terim ise (ortalama alan)

cekimlerindendir. Buradan 1s1 sigalari agagidaki gibi hesaplanir;

dQ OF
= —_— = —_— — L\"‘\u‘r’:
Ca= 57 L 9T, ki
ve
dQ|  OF OA

o= = =5 T 0 3
dTU ()TU ot

o
%k 3k 3k 3k 3k 3k %k k

3. Dirac Fermiyonlari 1/2 spinli, etkilesmeyen parcaciklardir. Tek pargacik durumlari,

spinden bagimsiz, pozitif ve negatif enerijilerin ¢iftleri halindedir;

Ex(k) = £V m2et + h2k2c?
(a) u kimyasal potansiyelli herhangi bir fermiyonik sistem igin, u + & enerijili dolu bir
durumu bulma olasiliginin u — 3§ enerjili bos bir durumu bulma olasiligiyla ayni
oldugunu gdsteriniz. (§ herhangi bir sabit enerijidir.)

e Fermi istatistigine gore &€ enerjili bir durumun dolu olma olasilids;
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C 3u—Emn
p &) = —
1+ g”tH—

burada n = 0, 1 olabilir. u + & enerjili bir durum igin

Bén 36 -
e/ . ] e/ 1
—  pln(u+d)=1]=

pln(p+0)] = 1+e  14e B0

1+ edo’
Benzer sekilde u — § enerjili durum igin,

F*ﬁdﬂ 1

pln(p—24)]= = pn(p—0)=0]= =p[n(p+4d)=1],

buradan da p + & enerjili dolu bir durumu bulma olasihgi ile u— & enerjili bos bir

durumu bulma olasiliginin ayni oldugu gorulur.

(b) Sifir sicaklikta buttiin negatif enerjili Dirac durumlari dolu ve butlin pozitif enerijili

olanlar bostur, yani u(T =0) =0. (a) sikkindaki sonucu kullanarak sonlu bir T

sicakliginda kimyasal potansiyeli hesaplayiniz.

e Yukaridaki sonug, u = 0 igin (n(€)) + (n — &£)) degerinin herhangi bir sicaklik i¢gin

degismez kaldigini vurgular; bu da dolu bir negatif enerijili seviyesinden ayrilan bir

parcacacigin ilgili pozitif enerjili bos duruma gidecegini gosterir. Butun bu enerjilerin

toplanmasiyla eger u sifir kalirsa pargacik sayisinin degismeyecegdi goérultr. Bundan

dolayi pargacik-bosluk simetrisi u(T) = 0 olmasini gerektirir.

(c) Sonlu sicakliklarda sistemin ortalama uyarilma enerjisinin agsagidaki denklemi

sagladigini gosteriniz;

E(T) - E(0) = 41// d’k 5+®

(27)? exp (‘,L/)’g+[k)) +1

e +(—) igaretlerini pozitif (negatif) enerji durumlari igin kullanilarak, uyariima enerjisi
asagidaki gibi hesaplanir;
E(T) = E0) =) [(ne(k) (k) + (1= (n_(k))) E_ (k)]

ks,

=2 2(ns (k) E+(k) = 4V/
k

—

a3k £, (k)
(27)3 exp (:{)’EJF[.’?)) + 1

(d) (c) sikkindaki integrali kiitlesiz Dirac pargaciklari ig¢in hesaplayiniz (yani m = 0).

e m=0igin £,(k) = hc|k| olur ve
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[ Axk*dk hick .
E(T) — E(0) = 4V fo T (Bhck = )

Son ifadede igin gerekli integral, 3! 'dir ve bunun iginde
degeri kullanildi.
(e) Kutlesiz Dirac pargaciklari i¢in i1s1 sigasi  ’yi hesaplayiniz.

¢ IsI sigasi asagidaki gibi hesaplanabilir;

_ T, (kT ’
s 150 P\ ke

(f) Parcaciklarin katleli olmasi durumunda dusuk sicakliklarda is1 sigasinin nitel

bagimlihgini ifade ediniz.
o oldugunda dolu ve bos durumlar arasinda bir aralik olur ve bu yluzden Ustel

olarak aktif olan bir enerji ve 1sI kapasitesi bekleriz. Dusuk enerjili uyarimlar igin,

272
E. (k) =~mc*+ ok

2m

ve bundan dolayi da

E(T)—E(0) =~ %mr‘gf’* gme’ 4“\/7/ drz’e ™
m

48 V _
= 22 e Bmet

VAR
olur. Buna karsilik gelen 1si sigasi da asagidaki gibi davranir;

-
2

v o 2 __Bme
C(T) x kBﬁ (p’mc2) gAme”
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8.333: istatistiksel Mekanik | Gz 2004 Final Sinavi

1. Noétron yildizinin c¢ekirdegi: Profesor Rajagopal'in grubu ndétron yildizlarinin
cekirdeginde QCD maddesinin yeni bir fazinin olabilecegini énerdi. Bu faz, dusuk

enerjili uyarimlari yaklasik asagidaki gibi olan, bir kuark yogusugu gibi gorulebilir,

. 2
R| - kg
2M

Spinden gelen yozlagsma c¢arpani g = 2 olmak Uzere, bu uyarimlar fermiyoniktir.

(a) Sifir derecede butun negatif enerjili durumlar dolu ve butun pozitif enerjili durumlar
bostur yani u(T =0) =0 olur. u+ 6 ve u—46 enerjili durumlarin doluluk sayilarini
iliskilendirerek, ya da farkli bir yoldan, sonlu bir T sicakligindaki kimyasal potansiyeli
bulunuz.

e Fermi istatistigine gore &€ enerijili bir durumun dolu olma olasihigi

(._,'Bf,e_a-—((:]??.
pn(&)] = m n=2~01.
u + & enerjili bir durum igin,
i e[i’e’]rz i 835 1
pln(p+4d)] = = php+d)=1]= 1+e®  1+edo

— 1+ ed"

Benzer sekilde u — § enerjili bir durum igin de

—0Gdn
pln(p—0)] = £ = pnlp—306)=0]= !

- 1+ 8_357 =p [n(u + 6) = l] )

1+ 8—35

yani u + & enerjili dolu bir durumu bulma olasiligi ile u — § enerjili bos bir durumu
bulma olasihgr aynidir. Bu, u =0 igin, (n(€))+ (n(—¢&)) ifadesinin herhangi bir
sicaklik icin dedismez kalmasini gerektirir; dolu negatif enerjili bir durumdan ayrilan
her parcacik igin, ilgili pozitif enerjili bos duruma bir pargcacik gecer. Butin bu
enerjileri toplayarak, p sifir olarak kalirsa toplam parcacik sayisinin degismeyecegi
sonucuna variriz. Dolayisiyla, pargacik-bogluk simetresi, u(T) = 0 olmasini zorunlu
kilar.

(b) k = kp civarinda sabit bir durum yogunlugu varsayarak yani q = |I_<)| — kr olmak
Uzere d3k ~ 4mk2dq alarak, sonlu sicaklikta bu sistemin ortalama uyarim enerjisinin

sOyle oldugunu gosteriniz:
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k,?_ o0 E (Q)
E(T)-E(0) =29V-£ [ dg 3
(D -EO~2Vog | B @)+

e +(—) isaretlerini pozitif (negatif) enerji durumlari i¢in kullanarak uyarim enerijisi;

E(T)- E(0)= Z [(ne (k) E+(k)+ (1 = (n=(k))) E-(k)]
k.s

A3k E(k)
(27)° exp (.j3’5+(§)) + 1

=g 2 (n(k))E4(k) =2V /
k "

integrale en biyik katk |E| ~ kr oldugunda gelir, ve q=(|E|—kF) alarak ve

d3k ~ 4mk2dq kullanarak sunu buluruz,

k2 [ E+(q) A E+(q)
E(T) - E(0) ~ 29V *2/ I a :2-'.'-"—%/ I a
(D -EO~20V52 | dao e 1 - 9V 72 | Yep @) 11

(c) Yukaridaki integrali hesaplayarak, uyarim enerijisi icin kapali bigimde bir yanit
veriniz.

e £,(9) = h?q?*/(2M) oldugu igin,

k2 oo h2q2/2M 9 s,

WV k,?_ IMERT 1/2  noo . ;1.-"'.2
— 7 2} kpT ( b ) / dz—
J0

T B2 et +1
L . /2 — o
gV (2_111473?) NG ( 1 ) ( 1 ) Caj2 VEZ
==——kgT - — 1 —- — mn=1—-—] — kpT.
— ks -2 5 72 Cay2 ) 7 X B

Son ifade de f,,, (1)’in deg@erini ve termal dalgaboyu A = h/\/2nMkgT’y1 kullandik.
(d) Bu sistemin 1s1 sigasi C,’yi hesaplayiniz ve dusuk sicakliktaki davranisini
yorumlayiniz.

e E o T3/? oldugundan,

_OE| _3E 3G L V%
T 9T|, 2T on -

Cy

Bu, tek boyutlu bir bozon sisteminin davranisina benzemektedir. (d = 1 i¢in oldugu
gibi, durum yogunlugu q’'ya gore sabit). Elbette, herhangi bir fermiyonik sistem igin
Fermi ylUzeyine yakin durumlarin yogunlugu bu oOzelliktedir. Normal Fermi
sistemlerinden farki ise Fermi yuzeyinin uzerindeki uyarimlarin kuadratik dogasidir.

%k 3k ok %k k k%

2. Kritik nokta davranigr: Bir gazin basinci P, yogunlugu n = N/V ve sicaklik T'ye su

kesilmis acilimla baglidir,
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b . c
P=kgTn - —n?+ -n3
B 5" 1%

burada b ve c’nin pozitif, sicakliktan bagimsiz sabitler olduklari varsayilmistir.

(a) Bu denklemin daha dusuk degerlerde gecersiz olmasinin gerektigi T, kritik
sicakligint ve kritik noktanin ona karsilik gelen n, yogunlugu ve P. basincini
belirleyiniz. Boylece kzT.n./P. oranini bulunuz.

e Gazin mekanik kararlihgi, hacimdeki kendiliginden degisimlerin basinctaki bir
degisimle dengelenmesini gerektirir. Bu §PSV < 0’a karsilik gelir ve 6n = —(N/V?)§V
oldugundan herhangi bir durum denkleminde basing, yogunlugun artan bir
fonksiyonu olmalidir. n’nin tekdlze olarak artan fonksiyonu olan esisil basing egrileri
ile bu kosulu saglamayan (yani acgikgca yanlis) egriler arasindaki gegis noktasi
dP/dn =0 ve d?P/dn? =0 kosullarindan elde edilir. Kiibik durum denkleminden
baslayarak asagidakileri elde ederiz;

dP c 5

— =kpT.—bn.+ §n 0

c

ikinci denklemden n.=b/c elde edilir ki bununda birinci denklemde yerine
konmasiyla kgT, = b?/(2c¢) bulunur. Sonra, durum denkleminden de P. = b3/(6c?)

elde edilir ve boyutsuz oran soyle bulunur:
kplcne

=J.
1}(:

(b) Esisil sikistirilabilirlik k; = —%Z—Z |7'y1 hesaplayiniz ve n = n, igin T’nin fonksiyonu

olarak ciziniz.
e IV = N/n kullanilarak agagidakini elde ederiz;

1 9v| _19pP[™ 2 /9\1"!
kr(n) = V3B, " Bl = [n (kT —bn+ cn?/2)]

n =n, igin kp(n,) < (T —T,)™ %, ve T, de iraksar.
(c) Kritik esisil egrisinde (P — P.) i¢in (n — n.)’nin bir fonksiyonu olan bir ifade veriniz.

¢ Yukarida kritik nokta igin hesaplanan koordinatlari kullanarak sunu buluruz;
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b3 b? b . c
P—-P.=——+—n—=n?+=n*
. 62 + 2(:” 2n + Gn

_ £ (nB — SEn? - SEn — E)

¢ c2 e3

= 6 (n — nc)S .

(d) T <T, icin esisil egrilerindeki kararsizliklar, n, yogunlugunda bir sivi ve n_
yogunlugunda bir gaza faz bolinmeyle Onlenir. T,'ye vyakin sicakliklarda bu
yogunluklar ny = n (1 £ 6) biciminde davranir. Bir Maxwell yapilanmasi kullanarak,
veya baska yoldan, 6(T) icin kesin bir denklem bulunuz, ve (T.—T) - 0 igin
davranisini belirtiniz. (ipucu: Bir esisil egrisi boyunca kimyasal potansiyelin
degisimleri du = dP/n’e uyar.)
e Gibbs-Duhem bagintisina gore, yogun degiskenlerin degisimi SdT — VdP + Ndu =
0 seklindedir ve dolayisiyla bir esisil egrisi (dT = 0) boyunca du =dP/n =
dP/on|rdn/n olur. Sivi ve gaz durumlari birlikte var olduklarindan ayni kimyasal
potansiyele sahip olmalidirlar. Yukaridaki ifadelerin du ile n_'den n +’ya integralini
almak bizi Maxwell yapilanmasina goturur;

nedp e kT — bn 4+ en?/2
Uz,i(m)—p,(n._):/ f_:/ dn.(B z+(’n/)-

n -(1-4)

integralleri alarak su denklemi elde ederiz;

1+4 X - " . 144 X
0=kgTln| - - (, — bn.(20) + Sni {(l — (})2 —(1- f))ﬂ =kpTlIn | - - (, — 2kpT.0,
1—-4 4 1—-9¢

burada son ifadeyi bulmak igin n. = b/c ve kgT, = b?/(2¢) kullanildi. § igin asagidaki

ifade bulunur

. T 1+0 T, . 4
j=—1 o (§— 03+,
( QTCn(l—d) T (0= +)

(T, — T) - 0 durumunda kubik terime kadar olan terimleri alarak agagidaki bulunur

T,
b~ y/1 — ==,
T

%k 3k 3k 3k %k 3k %k k

3. d boyutlu géreceli Bose gazi: Enerjisi € = c|p| olan, d boyutta V = L? “hacimli” bir
kutuya konmus, etkilesmeyen (spinsiz) bozonlarin bir gazini disunelim.
(a) Buyuk potansiyel G = —kgzT In Q ve yogunluk n = N /V’yi bir u kimyasal potansiyeli

icin hesaplayiniz. Sonucu d ve £} (z) cinsinden ifade ediniz. Burada z = ef* ve
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1 o0 Im—l
T(z) = 1.
fm (2) (m —1)! _/(; ler 107

(ipucu: In Q ifadesi icin kismi integral alma yéntemini kullaniniz.)

¢ Ulesim fonksiyonu

buradan,InQ = =3, In (1 —ef¥=)) olur. S; =2n%?/(d/2—-1)! olmak Uzere,
Y; toplamini bir d boyutlu integral [°V d%k/(2m)¢ = [VSy/(2m)4] f, k4L dk ile
degistirerek, sunu elde ederiz,

ViS4 / L1k n (1 _ ze—;ﬁ?‘zck) _

InQ=-—
2m)? Jo

x = Bkck degisken donusimuyle,

L;Sd (kBT)u /OC d—1 ; —
In@=— —_— %7 drln (1 — ze 7).
(2m)? \ hc 0 ( )

Son olarak, kismi integral ahimiyla,

VSy 1 (kgT\" [® ,  ze® Sq (kgT\" [ 24
1 = - — dr——mm =V — dr———.
ne (gﬁ)dd ( he ) _/(, T e i d he /(, e _ 1

olur, buradan da

- Sd k‘BT d +
G=—kpTInQ=-V— (T) kpTdl f} (2),
bulunur ve daha basit sekilde
vV owd/24) n

TN )

elde edilir, burada A, = hc/(kgT)'dir. Ortalama parcacik sayisi asagidaki gibi
hesaplanir;

0G _ .06 _Vrd ,

N=—pu= %% =iy d @

ki burada zdf;,,(z)/0z = f;(z)’yi kullandik. ifadenin hacme bélinmesiyle yogunluk

asagidaki gibi elde edlilir;
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1 742! n
"=
(b) Gaz basinci P ve enerjisi E'yi hesaplayin ve E/(PV) oranini klasik degeriyle
karsilastirin.

e PV = —G’dirve

01 1
_an :+an

E=-—35 . 5

= —dg.

Dolayisiyla, E/(PV) = d olur ve relativistik gazda klasik degeriyle aynidir.

(c) Gegisin bulundugu boyutlari beliriterek, Bose-Einstein yodusmasi igin kritik
sicaklik T.(n)’yi bulunuz,.

o Kiritik sicaklik T,(n) asagidaki gibi verilir

1 74/2q) n ) 1 74/2q)

"= xap =Y g ap

T he [ n(d/2)! 1/d
o !I\'B ;I—d_,f’Q{I;r![."d .

Ancak, {; sadece d > 1 i¢in sonludur ve bundan dolayi d > 1 igin gegis mevcuttur.

Buradan, kritik sicaklik,

(d) T < T.(n) igin 1s1 sigasi C(T)’nin sicaklik bagimhhgr nedir?
e T<T.igin z=1ve E =—dgG « T**? olur, bu da asagidaki sonucu verir

OF B G LV a2 :
= — =(d+1l)==—-dld+1)==dld+1)—=kp—— x T,
57| = 0+ g = —dld+ D = did+ D yrko o x

(e) Boyutsuz 1s1 sigasi C(T)/(Nkg)'yi kritik sicakhkta T = T,’de hesaplayiniz ve klasik

C(T)

z=1

(yUksek sicaklik) limitteki degeriyle karsilastiriniz.
e Yukaridaki C(T < Tc) formUlunt daha énceden buldugumuz N(T = Tc)’ye bolup,

sonucu T = T.(z = 1) degerinde hesaplarsak sunu elde ederiz,

O(T,) _ d(d+1)Gain

Nkp Ca

Kuantum etkilerinin yoklugunda goreceli gazin isi1 sigasi C/(Nkg) = d olur, ki bu da

kuantum gazin sonsuz sicakliktaki limit degeridir.

%k >k 3k ok %k k ok k
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1. Grafin karbon atomlarinin tek bir katmanda birbirine baglandidi iki boyutlu altigen
bir orgudur. Grafitin katman katman soyulmasiyla elde edilebilir. Grafinin bant
yapisinda tek parcacik uyarimlari goreceli Dirac fermiyonlari gibi davranir ve dusuk

enerjilerdeki spektrumu yaklagik olarak agsagidaki gibi verilir;

—

E.(k) = +hv |k

g = 2 ile bir spin yozlasmasi vardir ve v ~ 106 ms™ ‘dir. Grafinin alisiimadik tasinim
Ozellikleri Gzerine yapilan son deneyler Nature 438, 197 (2005)’de rapor edilmistir. Bu
problemde bu malzemenin is1 sigasini hesaplayacaksiniz.
(a) Eger sifir derece sicaklikta tim negatif enerji durumlari dolu ve tim pozitif ener;ji
durumlar bossa kimyasal potansiyel u(T)’yu hesaplayiniz.

e Fermi istatistigine gore £ enerjili bir durumun dolu olma olasiligy;

. (,_.'3[,11-—(‘.:]?1
pn(€)] = —1 n )
burada n = 0, 1 olabilir. u + & enerjili bir durum igin

Bén 36 -
e/ . ] e/ 1
—  pln(u+d)=1]=

pln(p+0)] = 1+e  14e B0

1+ edd’
Benzer sekilde u — § enerjili durum igin,

Efﬁr)-n 1

pln(p—26)]= = pn(p—-0)=0]= =pn(p+4d)=1],

buradan da p + & enerjili dolu bir durumu bulma olasihgi ile u— & enerjili bos bir
durumu bulma olasiliginin ayni oldugu goralir.

Sifir sicaklikta bitiin negatif enerjili Dirac durumlari dolu ve buitin pozitif
enerjili olanlar bogstur, yani u(T =0) = 0. Yukarndaki sonug¢, p =0 igin (n(f))+
(n — £)) degerinin herhangi bir sicaklik i¢cin degismez kaldigini vurgular; bu da dolu
bir negatif enerjili seviyesinden ayrilan bir parcacacigin ilgili pozitif enerjili bos
duruma gidecegini gosterir. Butin bu enerjilerin toplanmasiyla eger u sifir kalirsa
parcacik sayisinin degismeyeceg@i gorulur. Bundan dolayi pargacik-bosluk simetrisi
u(T) = 0 olmasini gerektirir.

(b) Bu sistemin sonlu sicakliklarda ortalama uyarilma enerjisinin agagidaki denklemi

sagladigini gosteriniz;
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27 L
E(T) — E(0) 44/ 'k £+ (k)
(2m)? exp o’8+(k))

e +(—) igaretlerini pozitif (negatif) enerjili durumlar icin kullanarak uyariima enerjisi

asagidaki gibi hesaplanir
E(T) = B(0) =Y [(ns (k) £ (k) + (1= (n_(k))) E_ (k)]

k.52

—

o [k £ (k)
=2)Y 2(n.(k)Es(k)=4A - .
; B B / (27)? exp (;[J’EJF(.IC,)) +1

(c) Yukaridaki integrali hesaplayarak uyariima enerjisi igin kapali bir cevap bulunuz.

o £,.(k) = hv|k| igin ve
* 9rkdk  hvk

E[T) - E([)) = 4“4‘/(; 4ﬂ.2 e.(iﬁt‘k + 1 -

24 ET\? [ z2
— kBT< B ) / dr—2
T ho 0 e + 1

L 2
=i4kBT(’"BT) .

T hv

Son ifade igin bize gerekli olan integral 2!f; (1)’dir ve f5 (1) = 3{3/4 kullanild..
27 I
E(T) — E(0) = A/ d A’Q g*“’}

(2) exp ((j’5+[k)) -1

(d) Bu tur katlesiz Dirac pargaciklari igin 1s1 sigasi C,’yi hesaplayiniz.

(Bhck = x)

¢ |si sigasi asagidaki gibi hesaplanabilir;

_ 96 4 (kBT)Q

v T hv

oE
Cy = T

(e) Fononlarin (6rgu titresimlerinin) grafinin 1si sigasina katkisini nitel olarak
aciklayiniz. Grafitteki ses hizinin 2 x 10* ms™ diizeyindedir. Grafinin disik sicaklik
Is1 sigasi fonon mu yoksa elektron katkilari tarafindan mi kontrol edilmektedir?

e Fononlarin tek pargacik uyarimlari da dogrusal bir spektruma sahiptir; £, = hvp|E|
ve kimyasal potansiyel u = 0’a karsilik gelir. Bu ylizden enerji ve 1sI sigasina ayni
tipte katkida bulunurlar. Fark sadece sayisal on-garpanlardadir. Tek bir fonon

dalindan gelen katki agagidaki gibidir;
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> 2nkdk  hupk

Ey(T)— E,(0)=A —— — = Bhck = x
oT) = Ey(0) / e (3hck = )

» 2 poc 2
A - keT f dpZ 7
~ o Ry 0 et — 1

2 2
= S kT (ABT) , Cyp= SE*AAB (ABT) :

T hvy, vy,

/"

Buradan da gorliriz ki elektron 1s1 sigasinin fonon isi sidasina orani (vp/v)z
seklindedir. Dirac fermiyonlarinin hizi fononlarinkinden oldukg¢a yuksek oldugundan
grafinin 1si sidasina olan katkilari ihmal edilebilir.

>k 3k skoskosk sk ok k
2. Kuantum Coulomb gazi: V = L3 hacimli bir kutuda N tane pozitif ve N tane negatif

yuklu goreceli pargaciktan olusan bir kuantum sistemini ele alin. Hamiltonyen

asagidaki gibidir;

H = Z|p;|+z|ﬁ 7]

i<j
burada i=1,--N ise e;=+4e,, ve i=N+1,---2N ise e; = —e, parcaciklarin
ylklerini temsil eder; {#;} ve {p;} ise ilgili koordinat ve momentlerdir. Bu, ¢ozmek igin
¢ok karmasik bir sistem olmakla beraber yine de bazi kesin sonuglar elde etmek
mumkuanddr.

(a) Ozdegerler ¢,(L) ve 6zfonksiyonlar (konum uzayinda) ¥, ({#}) igin Schrédinger
denklemini yaziniz. Pargaciklarin bozon ya da fermion olmasina gére ¥, ({r}) Uzerine

uygulanacak kisitlari yaziniz.

e Konum gosteriminde p; yerine —iiﬁi alinir ve Schrodinger denklemi soyle yazilir,

Z“‘ ?WHZV = | Yn({7i}) = 2n(L)Ln({7}).

1<)

+e, YUKIU N tane 6zdes parcacik ve —e, yuklu N tane 6zdes pargacik vardir. Bu iki
alt sistem Uzerinde permutasyon operatorleri P, ve P_'nin etkisini inceleyebiliriz.

Simetri kisitlari kompact bicimde asagidaki gibi yazilabilir
PP W, (7)) = 0yt 0" Ua({7)),

burada bozonlar igin n = +1 ve fermiyonlar igin n = —1’dir, ve (—1)f permitasyonun
paritesini gosterir. Farkh yUkli pargaciklarin degis tokusunda kisitlama olmadigina
dikkat ediniz.
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(b) # =7;/L Oolcek degisimiyle Ozdegerlerin &,(L) = &,(1)/L Olgek degisimini
sagladigini gosteriniz.

o 7/ =7;/L Olgek degisimiyle (ve tlrevde ilgili degisimle: V;=LV;), yukaridaki

wn({5)

Yukaridaki denklemde koordinatlar birim uzunluktaki bir kutuya sinirlanmistir. Bunu,

Schrodinger denklemi asagidaki hali alir;

i=1 i<j

o
. I3
—9h—

L

m

boyle bir kutuda, dalga fonksiyonlar ¥, ({#;}) = ¥, ({r{ /L}) olan Schrédinger denklemi
olarak alinabilir. Kargilik gelen &6zdegerler ise ¢€,(1) = Le,(L)'dir (yukaridaki
denklemin her iki tarafinin L ile ¢arpilmasiyla elde edilir). Dolayisiyla Olgek iligkisi

asagidaki gibi elde edilir;

(c) Ulesim fonksiyonu Z(N,V,T)'nin, 6zdegerler {e,(L)} cinsiden olan genel bigimini
kullanarak Z’nin T ve V’ye ayri ayri bagh olmadigini fakat farkli oranlarda 6zel bir
kombinasyonla bagli oldugunu gosteriniz.

e Ulesim fonksiyonun genel bicimi sdyledir,

Z(N,V,T) =tr (E_BH) = Z exp (—E;B(;))

T

burada enerji seviyelerinin dlgeklenmis bic¢imini kullanildik. Agik¢a goruldigu gibi,
yukaridaki toplamda T ve L hep TL garpimi halindedir. Ve V = L3 oldugundan asil
olgek degiskeni VT3'tir ve

Z(N,V.T) = Z(N.VT?).
(d) Gazin E enerjisini ve P basincini ulesim fonksiyonunun degisimleriyle
iliskilendiriniz. E = 3PV kesin sonucunu kanitlayiniz.
e Kanonik toplulukta ortalama enerji agagidaki gibi verilir

olnZ dlnZ
= 3kpVT? -
(‘)(VT‘%) B (‘)( VT‘%)

Serbest enerji F = —kgT In Z’dir ve degisimi dF = —SdT — PdV + udN seklindedir.

Bundan dolayi gaz basinci agagidaki gibi verilir
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OF Oln Z OlnZ
P=—— =kgT——— =kgT*———-.
ov Pt ov TP a(vTd)

Yukaridaki ifadelerin orani E = 3PV kesin esitligini verir.

(e) d boyutlu bir uzayda Coulomb etkilesmesi uzaklikla e;e;/|7; — 7|47 (d = 2'de
logaritmik bir etkilesim vardir.) Hangi d boyutunda géreceli olmayan pargaciklar i¢in E
ve P arasinda kesin bir ikigki kurabilirsiniz (kinetik enerji Y; p? /2m)? Enerji ve basing
icin karsilik gelen kesin iligki nasildir?

e Yukaridaki kesin sonug, enerji 6zdegerleri ¢, (L)’i sistem boyutuyla iligskilendiren e
basit 6lcekleme yasasinin bir sonucudur. (b) sikkindaki dlgekleme bigimini, kinetik ve
potansiyel enerjiler ayni sekilde dlgeklendiginden elde edebilirdik. Goéreceli olmayan
parcaciklar igin kinetik enerji, Y, p?/2m=-Y; h?V?/2m, 7 =7/L Olgek
degisimiyle 1/L? olarak 6lgeklenir, etkilesim enerjisi 2122’] e; e[|t — ?j|d‘2 ise d boyutta
1/L4-2 geklinde Olgeklenir. Bu iki bigim d = 4 olunca ayni sekilde Olgeklenecektir,

sonug olarak,
en(l)
L2
Artik Glesim fonksiyonu asagidaki olgekleme bigimine sahiptir;

en(L) =

Z(N.V=L'T)=Z (N.(TL*?) = Z(N,VT?).
Bir dnceki bolimdeki adimlar takip ederek, kesin iligkiyi E = 2PV olarak buluruz.
(f) Yukaridaki ‘kesin’ Olcekleme yasasinin neden yogun (sivi ya da kati) Colulomb
karigimlarinda gegerli olmasi beklenmez?
e Olcekleme sonuglari, problemin istatistiksel mekanigiyle ilgili tek bir dlcekleme
uzunlugu L’nin varhgi varsayimiyla elde edildi. Bu, bir gaz fazi igin iyi bir yaklagimdir.
Yogun (sivi ya da kati) bir fazda, pargaciklar arasindaki kisa mesafeli itmelerin
onemli olmasi beklenir, ve parcacik boyutu a baska bir ilgili uzunluk oOl¢edi olarak
Schrodinger denkleminin ¢bézimune girecektir ve Olgekleme sonuglarini gecgersiz
kilacaktir.

%k 3k skoskosk ok k %k
3. Etkilesmeyen Fermiyonlar. u kimyasal potansiyelli etkilesmeyen fermiyonlardan
olusan bir buylk kanonik topluluk duaslinin. Tek pargacik durumlari k dalga

vektorlyle etiketlenmistir ve 8(?) enerjileri vardir.
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(a) Tek pargacik durumlarinin doluluk sayilarinin bir kimesi {n;}'yi bulmanin birlesik
olasiligi P({ng}) nedir?

e Kimyasal potansiyeli u olan blyik kanonik toplulukta £(g) enerjili tek pargacik
durumlari igin doluluk sayilarinin bir kimesi {n;}'yi bulmanin birlesik olasiligi Fermi

dagilimiyla verilir;

exp 3 (10 =& F:jn:j-ﬂf]

.FI{ T‘.'-_*}::' = T = ;
g H l4+exp Flp-— E[}f:}:}]

[
burada her k igin n; = 0 ya da 1'dir.
(b) (a) sikkindaki cevabinizi ortalama doluluk sayilari {{n;;)_} cinsinden ifade ediniz.

e Ortalama doluluk sayilari asagidaki gibi verilir;

- exp [3(,{1- - 5('?))]
T + exp [:{3(;;, — E(EJ)] E

ki buradan da asagidaki elde edilir

exp [:{3(,”. — 8(?))] = %

Bu, birlesik olasiligi asagidaki gibi yazmamizi saglar,
PU{neh) =TT | ()™ (1= tme)_) ™).
i
(c) Bir rassal degigkenin, n = 1,2,---,# olmak Uzere, p, olasiliklarina sahip ¢ tane
ayrik sonucu vardir. Bu olasilik dagiliminin entropisi nedir? Olasi en buyuk entropi
degeri nedir?
e Bir rassal degiskenin, p, olasiliklarina sahip ¢ tane ayrik sonucu vardir. Bu

dagilimin entropisi asagidaki gibi hesaplanir;
¢
S =—kp an Inp,
n=1

Batun olasiliklarin p, = 1/¢’ye esit oldugu durumda maksimum entropi elde edilir:
Smax = kg In?.
(d) (b) sikkindaki fermiyon doluluk sayilari i¢in olasilik dagihminin entropisini

hesaplayiniz ve sifir sicaklik limitinde yorumlayiniz.
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e Farkli tek pargacik durumlarinin doldurma sayisi birbirinden bagimsiz oldugundan
ilgili entropiler toplanabilir;

S =—kp Z [<”E>_ In(ng)_+ (1 — <nE>_) In (1 — <”E>_)] :

E
Sifir sicaklik limitinde butin doluluk sayilari ya 0 ya da 1’dir. Her iki durumda da
entropiye katki sifirdir ve fermi sistemi T = 0’da sifir entropiye sahiptir.

(e) Toplam parcacik sayisinin varyansi ::jf_\'?:;:-c’yi hesaplayiniz ve sifir sicakliktaki

davranigi hakkinda yorum yapiniz.

e Toplam pargacik sayisi N = 3 -n- olarak verilir. Doluluk sayilari bagimsiz

oldugundan,

(N?) = Z nfar = Z (nfa_ - (n fij = Z (ng)_ ( 1= (m ;_} .
k

k

k

ginkii (n2) = (nz)_dir. Yine, T=0da (nz)_ = 0 yada 1 oldugundan (%),

sifirdir.
(f) Bir gazin sayi dalgalanmalari sikistirilabilirligi x; ve sayl yogunlugu n = N/V ile su
sekilde iligkilidir,

<N2>c = NnkgTkr

T = 0 sicakligindaki bir fermi gazinin sikistirilabilirligi icin R3ev-1 cinsinden tahmini
sayisal bir deger veriniz.

e Sikistirlabilifigi (N*) = NnkpTsr'den elde edebilmek igin kiigik fakat sonlu
sicakliklardaki davranisini incelemeliyiz. Klguk fakat sonlu bir T sicakhdinda fermi
enerjisi civarinda durumlarin kuguk bir kesiri 1/2 civarinda doldurma sayilarina
sahiptir. Bu durumlarin sayisi kabaca NkgT /eg'dir ve varyansi asagidaki gibi tahmin
edebiliriz;

NkgpT

T 1
({N®\ = NnkpTkr = = x .

1F)

Buradan da sikistirilabilirlik yaklasik olarak

1
inep’

KT &=

olur ki burada n = N/V yogunluktur. Tipik bir metaldeki elektronlar igin n =

1029m=3 ~ 0.143 ve & ~ 5eV ~ 5 x 10%K’dir. Sonug olarak,
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kt ~ 0.5A4%eV 1.
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1. He*’in donmasi: *He disiik sicakliklarda basing uygulanarak katidan siviya

donasturalebilir. Faz sinirinin ilging bir 6zelligi, erime basincinin T = 0 K'deki
degerinden, 20Nm~2 kadar hafifce dliserek T = 0.8 K 'de minimum deger almasidir.
Bu 6zelligi agiklamak igin *He’lin sivi ve kati fazlarinin basit bir modelini kullanacagiz.
(a) Kimyasal potansiyelleri esitleyerek ya da baska herhangi bir teknikle,
Clausius-Clapeyron denklemi (dP/dT)erime = (Sp —Ss)/(v, —vs)’ni  kanitlayiniz.
Burada (v, s,) ve (v, ss) sivi ve kati fazlardaki atom basina disen hacim ve
entropilerdir.

e Clausius-Clapeyron denklemi faz sinirinda kimyasal potansiyellerin esitlenmesiyle

elde edilebilir;

pe(T,P) = p(T,P), and p(T+ AT, P+ AP)=pu, (T + AT, P+ AP).

ikinci denklemi agarak ve termodinamik tanimlari kullanarak

ou ou .
— =9, = -V,
(aIL o ve (aPL |

(31’) _ Sp— 8
T Jerime Vp — Vg

(b) Sivi *He’'da T < 1°K icin énemli olan uyarimlar ¢ hizh fononlardir. Bu modlarin

sonucunda

sivinin pargacik bagina disen i1s1 sigasi C}/N’ye katkisini hesaplayiniz.

e Sivi *He’da T < 1K icin énemli olan uyarimlar ¢ hizindaki fononlardir. ilgili dagilim
iligkisi e(k) = hck’drr. k modundaki fononlarin ortalama sayisi
(n(E)) = [ exp (Bkck) — 1]~ kullanilarak, net uyariima enerjisi elde edilir,

hek
E —
fonon ;,Z exp(Bhck) — 1

_v / drk?dk hek
N (2m)3 exp(Phck) — 1

(x = Bkck degisken donusumuyle)
VvV (kpT e e 2wt (kT !
= Pﬁc ( e ) ? /ﬂI dx oz — 1 = %Tr fic ( he ,

burada sunu kullandik,
1 oo 3?3 ,ﬂ_‘l
1= = dx = —.
4 3!/(, e —17 0
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ilgili 1s1 sigasi asagidaki sekilde elde edilir;

dE 272 EsT\?>
Cv=07 =35 ke (—m) =

bdylece, sividaki pargacik bagina disen isi sigasi;

cy _2m®,  (ksT’
N 15 Bt hic '

(c) Kati “He’da diisiik sicaklikta pargacik basina isi sigasi C$/N'yi, boyuna ve enine
ses hizlari ¢; ve c; cinsinden hesaplayiniz.

e Katinin temel uyarimlari da fononlardir ama bu sefer c; hizinda iki enine mod ve
c¢;, hizinda bir boylamsal mod vardir. Bu modlarin katkisi toplanir ve herbiri yukardaki

gibi hesaplanan sivi sonucuna benzer katki yapar, bu da kati i1sI sigasini asagidaki

cy  2m? kpT\® 2 1
_ = _An ) — - - .
N 15 B ( h . . i cr

(d) Yukaridaki sonuglari kullanarak, tek bir ses hizi ¢ = ¢, = ¢y, pargacik basina

gibi verir;

yaklagik esit hacimler v, = v, = v varsayimlariyla, entropi farki (s, —s)’yi
hesaplayiniz. Hangi faz (kati veya sivi) daha yuksek entropiye sahiptir?

e Entropiler i1sI sigalarindan agsagidaki gibi hesaplanabilir

T bty g 2 ; 3
C-(TdT 2T kgT
se(T) Zfo * (T’) =5 kpug ( . ) :

T s ([ ! 2 3 B
(T dT! 27 kT 2 1
SG(T) = f O"‘ ( )( = JI'/-.B'US 5 X - + - |-
0 1 45 h Cp CL

Yaklasik esit ses hizlari ¢ = ¢, ~ ¢y ~ 300ms~! ve 6zgiil hacimler v, = v ~ v = 46A3

varsayarak, entropi farkini asagidaki gibi buluruz;

dn?, kpT\?
S§p — 54 A= — b gv :
¢ ’ 45 B hc

Kati faz sivi fazdan daha fazla entropiye sahiptir ¢cinkd kati modda iki tane daha

fazla fonon uyarilma bandi mevcuttur.

(e) Kaguk bir hacim farki év = v, — vg oldugunu varsayarak (sicakliktan bagimsiz),
erime egrisinin bigimini hesaplayiniz. Bagta belirtilen anomaliyi agiklamak i¢in hangi
fazin (katli veya sivi) yogunlugu daha yuksek olmalidir?

e Clausius-Clapeyron denklemini kullanarak ve yukaridaki entropi farki hesabindan
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aP 84— 8s 472 i v [ kgT 3
OT Jorime  Ve—vs 45 B0\ The '

Yukaridaki denklemin integralinin alinmasiyla erime egrisi agsagidaki gibi bulunur;

2

0 v [ kgT 3
P (T)=P0)— —kp— T
er (T) (0) Briz;( hic )

Basingtaki dusmeyi agiklamak icin év = v, — v, > 0 olmasi gerekir, yani kati hal
beklendigi gibi daha yuksek yogunluga sahiptir.

sk ok ok Kk ok
2. Sikistinnlmig zincir: Bir lastik serit N tane, sabit a uzunlugunda kditlesiz gubugun tek
zinciri olarak modellenebilir. Bu zincir dar bir boruya konuldugunda her gubuk boruya
paralel ya da anti-paralel yonelimle kisitlanmig olur.
(a) Cubuklar arasi etkilesimler ihmal edilirse, L zincirin ugtan uca uzunlugu olmak
Uzere, zincirin konfigurasyon sayisi Q(L, N) nedir?
e Tipik bir konfigurasyon bir yonde N, adim ve diger yonde N_ adima sahip

olacaktir, boylece;

= (;"\'T+ = N,)a, ve N=N, +N_,

ya da esdeger olarak
N, — N + L/a.
- 2
Konfiglrasyon sayisi binom formullyle verilir;
N N!

UL N) = FONT = I + Lja) /2N = Lja)

(b), Entropi sonucunu N ve x = L/(Na)’in fonksiyonu olarak ifade etmek igin Stirling
yaklasikhgini kullaniniz.

o Stirling yaklasikhi@ini kullanarak

S
JI{’B

=InQx=xNInN-N,InN, —N_InN_
N
=NIn2- 1 (1+2z)In(l+2)+(1—2z)In(l —z).

Simdi, boru duzgun bir sekilde sikistirilmistir ve gerilmis konfiglrasyonlar
enerji agisindan tercih edilmektedir. Bu problem igin, yerel gubuk yogunluguna ters
olarak bagl bu enerjinin basit bir bigimini varsayiniz; duzgunce gerilmis bir durumun

enerjisi,
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o L oa’ ‘
E(L,N)=—=1 x = = ——Nz°.
(LN)==3lxF 2 7

(Problemin geri kalaninda, L ve N’si verili tim durumlarin enerjisi igin bu formulG
kullaniniz.)

(c) Serbest enerji F(T,L,N)’yi, ve zincirin u¢ noktalarina etkiyen kuvvet J(T, L, N)'yi
bulunuz. (Zinciri uzatmak igin yapilan is a1V = .JdL)

e Serbest enerji soyledir,

UL2 kBT
F=E-TS=—-——-—
2;‘"+ 2

[(N+ L/a)In(N + Lja)+ (N — L/a)In(N — L/a) — NIn2—2NIn N|

L ile eslenik kuvvet ise,

oF L  kgT .  Na-+ L kgD 1+
= = 1 = —gar + In

J________ .
oL = "N 2a “"Na-1 % 1—=x

(d) Esisil egrileri J(x,T)’yi yuksek ve dusuk sicakliklarda ciziniz ve davranisin
degistigi sicakhk T,’yi belirleyiniz.
e J(x) egrileri x =0da (kgT/a —oa) egimiyle dogrusal olarak baglar ve x -1
limitinde (art)) sonsuza gider. E§im T, = (ca?)/kg'de isaret degistirir, T < T, igin
egriler x’e gére monotonik degildir.
(e) Zincirin kararlihd igin kosul nedir? Yukaridaki esisil egrilerinin hangi kismi dogal
olarak dengesizdir?
e Denge kosulu soyledir,

d0JOL > 0,
ve J(x) esisil egrisinin ediminin pozitif olmasini gerektirir. T < T, durumunda esisil
egrilerinin minimumunun altinda kalan kisimlari bu kosulu ihlal eder ve dogal olarak
dengesizdirler.
(f) (c) sikkinda J icin elde edilen ifadeyi kullanarak, T T,’'ye asagidan yaklasirken
gegerli olan, kuvvet uygulanmamig (J = 0) zincir uzunlugu igin bir ifade bulunuz.
e T > T, iken x «< L sifira gider. J(x) = 0 ifadesindeki logaritmalari agarak asagidaki

ifadeyi buluruz

2kgT 2kpT
U:(—Uﬂ,+ 5 );r+ =

3 5
T +O(x?).

)

a

Bu denklemin ¢ézuma asagidaki gibi olur

2

T ) T, [ [
—=1-— L=~ Na 1-—
3 T’ HV3<

alis

%k 3k 3k ok %k ok ok k
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3. Grafin ¢ifttabakasi: Grafitin tabakalari farkli ayirma islemleriyle soyulabilir. Bu tarz
birgok iglem, karbon atomlarinin tek yapraklarini, ve bunun yaninda iki yapragin
zayifga baglandigi cifttabakalari olusturur. Tek tabaka grafinin altigen 6rgusu, dusuk
enerjilerde, goreceli Dirac fermiyonlarina benzer gekilde Elzl'm'm":;;' = £t (ak) jjg
yaklasik ifade edilebilen bir bant yapisina yolagar. (Buradak = |E|, a bir orgu
uzakhgi, ve t; tipik duzlem-ici hoplama enerjisidir.) Cifttabakanin iki yapragi
arasindaki zayif bir hoplama enerjisi f | dusuk enerjili uyarimlari 6nemli bigimde
soyle degistirir,

2
gk;ilayer(gf) — 1 t

2
=d5;- (ka)

yani kutleli Dirac fermiyonlarina benzetir. Spin yozlasmasinin yaninda, birim hcre
basina bu tip iki dal oldugundan toplam yozlasma sayisi g = 4’tur.

(a) Katkilanmamis, konum basina bir elektron iceren malzemede, sifir sicaklikta tim
negatif enerjili durumlar dolu ve tim pozitif enerjiller bostur. Kimyasal potansiyel
u(T)’yi hesaplayiniz.

e Fermi istatistigine gore &€ enerjili bir durumun dolu olma olasiligr;

. (,_:Bl'vu.—((l‘]n
pn(€)] = —1 n )
burada n = 0, 1 olabilir. u + & enerjili bir durum igin

B3én 34 -
e/ . e/ 1
= php+d)=1]=

pln(p+9)] = [l g

1+ B
Benzer sekilde u — § enerjili durum igin,

—(36n 1

c = phip-9)=0=

T e = plnlu+6) = 1],

pn(p—90)]= 1t+e

buradan da p + & enerjili dolu bir durumu bulma olasihgi ile u— & enerjili bos bir
durumu bulma olasiliginin ayni oldugu goralir.

Sifir sicaklikta bitiin negatif enerjili Dirac durumlari dolu ve batin pozitif
enerjili olanlar bostur, yani u(T =0) =0. Yukandaki sonug¢, p =20 igin (n(€))+
(n — &)) degerinin herhangi bir sicaklik icin degigsmez kaldigini vurgular; bu da dolu
bir negatif enerjili seviyesinden ayrilan bir pargcacacigin ilgili pozitif enerjili bos

duruma gidecegini gosterir. Butin bu enerjilerin toplanmasiyla eger u sifir kalirsa
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parcacik sayisinin degismeyeceg@i gorulur. Bundan dolay! pargacik-bogluk simetrisi
olmasini gerektirir.

(b) Sonlu sicaklikta bu sistemin ortalama uyarim enerjisinin goyle oldugunu

gosteriniz:
2k k
E(T) = E(0) —_04/ : (3
(\]) (r’r)) +1
. isaretlerini pozitif (negatif) enerji durumlari igin kullanarak uyarim enerjisi;
E(T) - E(0)= Z [(ny (k) E4 (k) + (1 = (n=(k))) E-(F)]
k8.
_ 12 *
:;;Z?{;q( +|£|__q4/ : ;1 +(F)
I3 {\l} j(. _’_(fl)) +J.

(c) Cifttabakanin uyarim enerjisi i¢in yukaridaki integrali hesaplayarak kapali bir

cevap bulunuz

. olsun, burada ,
27 kdk ak? g
E(T)-E(0) = QQA-/} P [ Bk = w]
gA kT fc’c T
= ;{' T j
2 ( = ) 0 et
gm kT 7 A f T 2
=2 AkgT[Z= ) =25 (2=
T ( ) 3 a2 ( t =
Son ifadede gerekli integral dir, ve esitligini kullandik.

(d) Katleli Dirac pargaciklari igin 1s1 sigasi  ’yi hesaplayiniz.

e IsiI sigasi asagidaki gibi hesaplanabilir;

2 A (keTt
T 32 P 12 '

(e) Bir drnekte tek ve iki katmanlilardan esit oranda bulunmaktadir. Hangi sicakliktan

OF
oT | 4

Ca=

dusuk degerlerde iki katmanhnin isi sigasinda baskin duruma gectigini (hoplama
enerjileri cinsinden) tahmin ediniz.

e Daha dénceden belirtildigi gibi fononlarin tek-katmanhdaki uyarimlari dogrusal bir

spektruma sahiptir: g1 = 4 (ka) Enerjilere ve is1 sigalarina katkilari 6nceden
hesaplandigi gibi bulunabilir. Cesitli 6n carpanlar dahil olmak Uzere (¢6zUm igin

gerekli degildirler) sunu elde ederiz.
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/x 2rkdk  tjak B

A kT \?2 [ @2
—'q—kBT( B )/ dr—
T ta 0 et +1

; 2 )
X ikBT (kB_T) \ O;lqlayer o %kB (kBT) .

a t |

(8t ak = x)

T ile orantili olan iki katmanli isi sigasi, diusiik sicakliklarda daha 6énemlidir. iki

ifadenin karsilagtirimasiyla, 7= =~ ¢, /kz'den dusuk sicaklarda pargacik basina dusen
elektronik 1si sigasi iki katmanl i¢in daha buyuktuar.

%k 3k 3k 3k %k 3k %k k
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