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8.333: istatistiksel Mekanik | Problem Seti # 6 Son Tarih: 07/12/07 @ gece yarisi!

ideal Kuantum Gazlari

1. Sayisal kestirimler. Asagidaki tablo bazi sistemlerde Fermi enerjisi ve Fermi
sicakhq@i icin tipik degerleri vermektedir: (i) Tipik bir metaldeki elektronlar, (i) Agir bir
cekirdekteki nikleonlar ve (iii) Sivi He® igindeki He® atomlari (atomik hacim =

46.2 A3/atom)

n(1/m?) m(Kg) cp(eV) Tr(K)
elektron 1029 9 x 10— 4.4 5 x 10%
nikleon 1011 1.6 x 10—27 1.0 x 108 1.1 x 1012
sivi He? 2.6 x 108 4.6 x 10727 <1073 10t

(a) Tipik bir metalde, oda sicakliginda elektron ve fonon i1s1 sigalarinin oranini tahmin
ediniz.
(b) Oda sicakhgindaki bir nétronun termal dalga boyu ile tipik bir kristaldeki bir
fononun minimum dalga boyunu karsilastiriniz.
(c) Oda sicakhgi ve basincindaki hidrojen, helyum ve oksijen gazlari icin yozlasma
ayirtacini, nA3, tahmini hesaplayiniz. Bu gazlar igin hangi sicakliklarda kuantum
mekaniksel etkiler 5nem kazanir?
(d) He* ile vyapilan deneyler, 1K altindaki sicakliklarda Isi  sigasinin
Cy = 20.4T3JKg~1K™! ile verildigini gostermektedir. He*'in dlsik enerjili uyarim
spektrumu &(k)’yi bulunuz. (ipucu: Bu tarz uyarimlarin sadece bir yozlasmamis dali
vardir.)

s s sk ke ke ok ok o

2. Ginegin igi: Astrofizik verilerine gore, gunesin merkezindeki plazma su 6zelliklere

sahiptir:
Sicaklik: T =16 x 10’K
Hidrojen yogunlugu: py = 6x10*kgm3
Helyum yogunlugu: Pre = 1 X 10% kg m™3.

(a) Elektron, proton ve a-pargaciklari (He c¢ekirdegi) icin termal dalga boylarini elde
ediniz.
(b) Gazin ideal oldugunu varsayarak, elektron, proton veya a-pargacik gazlarinin

kuantum mekaniksel anlamda yozlagmis olup olmadigini belirleyiniz.
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(c) Bu gaz parcaciklarinin toplam basincini, gunesin merkezi yakinlarinda tahmini
hesaplayiniz.
(d) Gunesin merkezi yakinlarindaki toplam isima basincini tahmin ediniz. Gunegin
kUtlegcekimsel ¢okusunu Onleyen, madde basinci midir yoksa radyasyon basinci
midir?

.
3. Bir yariiletkende eksiton ayrismasi: Bir yariiletken Uzerine yogun bir lazer isini
gondermek, yiginda, elektron (—e yuklu ve m, etkin kutleli) ve bosluklarin (+e yuklu
ve my, etkin kutleli) yarikararli bir toplulugunu olusturabilir. Zit yakla pargaciklar (bir
hidrojen atomunda oldugu gibi) ciftlenerek bir eksiton gazi, veya ayrisip bir plazma
olusturabilir. Bu islemin ¢ok daha basitlestiriimig bir modelini inceleyecegiz.
(a) m, ve my, kitleli, etkilesmeyen klasik pargaciklar gibi ele alarak, T sicakliginda N,
tane elektron ve N;, tane bosluktan olusan bir gazin serbest enerjisini hesaplayiniz.
(b) Bir eksiton olusturan elektron bosluk cifti enerjisini ¢ kadar dusurur. [Hidrojen
benzeri bir eksitonun baglanma enerjisi, ¢ dielektrik sabiti ve m™! = m;* + m;;! iken,
e =~ me*/(2h%e?)'dir.] m = m, + my, kitleli, etkilesmeyen klasik pargaciklar gibi ele
alarak, N,, tane eksitondan olusan bir gazin serbest enerjisini hesaplayiniz.
(c) Elektron, bosluk ve eksiton durumlarinin, sirasiyla, pe, un, ve u, kimyasal
potansiyellerini hesaplayiniz.
(d) Eksitonlar ve elektron/bosluklar arasindaki denge kosulunu, kimyasal
potansiyelleri cinsinden ifade ediniz.
(e) Ylksek bir T sicakliginda, eksitonlarin n, yogunlugunu, uyarimlarin n =~ n, + ny
toplam yogunlugunun bir fonksiyonu olarak bulunuz.

S———
4. Etkilesmeyen bozonlar. Kimyasal potansiyeli u olan etkilesmeyen bozonlarin bir
blyik kanonik toplulugunu distnln. Tek pargacik durumlari, bir ¢ dalga vektord ile
etiketlenmistir ve £(q) enerijileri vardir.
(a) Tek pargacik durumlarinin bir {nz} doluluk sayilari kimesini bulmanin birlesik
olasihdi P({n;}), fugasiteler z; = exp [B(u — £(4))] cinsinden nedir?
(b) Belli bir g icin, karakteristik fonksiyon (exp [iknz])'u hesaplayiniz.
(c) (b) sikkinin sonucunu kullanarak veya bagka turll, doluluk sayisi ng'nun
ortalama deger ve varyansinin ifadelerini veriniz.

(d) (c) sikkindaki varyansi ortalama doluluk sayisi (ng) cinsinden ifade ediniz.

Sayfa 3 www.acikders.org.tr



: ‘&@
Istatistiksel Mekanik | udbMk Problemler

(e) (a) sikkindaki yanitinizi {{nz)}. doluluk sayilari cinsinden ifade ediniz.
(f) Bozonlarin olasilik dagiminin entropisini {{(nz)} cinsinden hesaplayiniz ve sifir
sicaklik limiti Gzerine yorum yapiniz.

n——
5. Grafin cifttabakasi: Grafitin tabakalari farkli ayirma islemleriyle soyulabilir. Bu tarz
bircok islem, karbon atomlarinin tek yapraklarini, ve bunun yaninda iki yapragin

zayifca baglandigi cifttabakalari olusturur. Tek tabaka grafinin altigen 6rgusu, dusuk

enerjilerde, géreceli Dirac fermiyonlarina benzer sekilde £1%2b3(k) = +¢,(ak) ile

yaklasik ifade edilebilen bir bant yapisina yolagar. (Burada k = |7€|, a bir orgu
uzakhgi, ve t; tipik dizlem-igi hoplama enerjisidir.) Cifttabakanin iki yapragi
arasindaki zayif bir hoplama enerjisi t,, dusuk enerjili uyarimlari énemli bigcimde

sOyle degistirir,

geiftabaka py _ 4 % (ka)? ,
yani kutleli Dirac fermiyonlarina benzetir. Spin yozlagsmasinin yaninda, birim hicre
basina bu tip iki dal oldugundan toplam yozlasma sayisi g = 4’tir.
(a) Katkilanmamis, konum basgina bir elektron iceren malzemede, sifir sicaklikta tum
negatif enerjili durumlar dolu ve tim pozitif enerjiller bostur. Kimyasal potansiyel
u(T)’yi hesaplayiniz.
(b) Bu sistemin ortalama uyarim enerjisinin sonlu sicakliklarda sunu sagladigini
gOsteriniz:

dzk &4 (k)
(2m)% exp (BE4(K)+1

(c) Yukaridaki integrali hesaplayarak, cifttabakanin uyarim enerjisi i¢cin kapali bigcimde

E(T) —E(0) = 2gA [

bir yanit veriniz.

(d) Bu tip kutleli Dirac pargaciklarinin isi sigasi C,’y1 hesaplayiniz.

(e) Bir ornek, esit oranda tek ve cifttabaka grafin igermektedir. Daha dusuk
degerlerde elektronik 1s1 sigasinda cifttabakalarin baskin hale geldigi sicakhgi
(hoplama enerijileri cinsinden) tahmin ediniz.

(f) Fononlarin (6rgu titresimleri) grafinin 1si sigasina katkisini niteliksel olarak
aciklayiniz. Grafitte tipik ses hizi 2 x 10*ms™~! mertebesindedir. (Tek tabaka) grafinin
duguk sicaklik 1si sidasinda fononun mu yoksa elektronun mu katkisi hakimdir?

3k 3k 3k 3k ko kok
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6. Notron yildizinin gekirdegi: MIT'den Profesér Rajagopal'in grubu, noétron
yildizlarinin ¢ekirdeginde QCD maddenin yeni bir fazinin bulunabilecegini énerdi. Bu
faz, dusuk enerjili uyarimlari yaklasik asagidaki gibi olan, bir kuark yogusugu gibi

gorulebilir,

=T 2M
Spinden gelen yozlagma c¢arpani g = 2 olmak Uzere, bu uyarimlar fermiyoniktir.
(a) k = kp civarinda sabit bir durum yogunlugu varsayarak, yani q = |7€| — kr olmak
Uzere d3k ~ 4mk2dq alarak, sonlu sicaklikta bu sistemin ortalama uyarim enerjisinin

sOyle oldugunu gosteriniz:

- k_f" ” (@
B0~ ~ 297 35 [ daor s

(b) Yukaridaki integrali hesaplayarak, uyarim enerijisi i¢cin kapali bigimde bir yanit
veriniz.
(c) Bu sistemin 1s1 sigasi C,’yi hesaplayiniz ve dusuk sicakliktaki davranisini
yorumlayiniz.

S
7. (istege bagh) d-boyutta Bose yogusmasi: Enerji spektrumu e = p?/2m olan, d
boyutta V = L% “hacimli” bir kutuya konmus, etkilesmeyen (spinsiz) bozonlarin bir
gazini dagunelim.
(@) 4 kimyasal potansiyelinde blyuk potansiyel G = —kgTInQ ve yogunluk
n = N/V’yi hesaplayiniz. Yanitinizi d ve f,;(z) cinsinden ifade ediniz, burada z = ef#

ve

m-—1

+ _ 1 © X
fm (2) = r(m) fO z7le¥*-1 dx.

(Ipucu: In Q ifadesinde kismi integral alimini kullaniniz)

(b) PV /E oranini hesaplayiniz ve klasik degeriyle karsilastiriniz.

(c) Bose-Einstein yogusmasi igin kritik sicaklik T,(n)’yi bulunuz.

(d) T < T.(n) icin 1s1 sigasi C(T)’yi hesaplayiniz.

(e) Is1 sigasini tim sicakliklar igin giziniz.

(f) Is1 sigasinin maksimum degerinin klasik limitine orani, C .« /C(T — «)’yi bulunuz
ve d = 3 igin degerini bulunuz.

(g) Yukarida hesaplanan oran d — 2 limitinde nasil davranir? Sonuglariniz hangi

boyutlarda gecerlidir? Acgiklayiniz.
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8. (istege bagh) “He'un donmasi: Disik sicakliklarda, basing uygulayarak sividan
katiya donusturulebilir. Faz sinirinin ilging bir 6zelligi, erime basincinin T = OK’deki
degerinden, 20Nm~2 kadar hafifce diserek T = 0.8K’de minimum deger almasidir.
Bu 6zelligi agiklamak igin *He’lin sivi ve kati fazlarinin basit bir modelini kullanacagiz.
(a) Sivi *He’da T < 1K icin énemli olan uyarimlar ¢ hizindaki fononlardir. Bu modlarin
sivinin pargacik basina disen Isi sigasi C¢/N’ye katkisini hesaplayiniz.

(b) Kati “He’da diisiik sicaklikta parcacik basina isi sigasi C$/N'’yi, boyuna ve enine
ses hizlari c; ve c; cinsinden hesaplayiniz.

(c) Yukandaki sonuglari kullanarak, tek bir ses hizi ¢ = ¢, = ¢y, pargacik basina
yaklagik esit hacimler v, = v, = v varsayimlariyla, entropi farki (s, —s)’yi
hesaplayiniz. Hangi faz (kati veya sivi) daha yuksek entropiye sahiptir?

(d) Kiguk bir hacim farki §v = v, — v, oldugunu varsayarak (sicakliktan bagimsiz),
erime egrisinin bigimini hesaplayiniz. Basta belirtilen anormalligi agiklamak igin hangi

fazin (kati veya sivi) yogunlugu daha ylksek olmalidir?

3k >k %k %k %k %k %k
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